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SELA DEFINIZIONE STÀUDTIANA DELL'OMOGRAFIA 

tra forme semplici reali 



§ I. Una famosa definizione di G. C. von Staudt (^ì — più tardi 
accolta da vari autori, e ormai riprodotta in ogni corso di Geometria 
Proiettiva — stabilisce che i termini "projettività», "omografia,, 
o(come anche si disse) "corrispondenza armonica, tra due forme 
fondamentali di 1* specie r ed r siano sinonimi di " trasforma- 
zione univoca e reciproca di r in r', che a ciascun gruppo 
armonico (dell'una o dell'altra forma) coordina un gruppo armo- 
nico s. Ebbi altra volta occasione di segnalare {^) che c'è del superfluo 
e del sovrabbondante in ciascuna delle assunzioni, che la corrispondenza 
debba essere univoca in ambo i sensi, e convertire qualunque gruppo 
armonico in un gruppo armonico: cioè qualche cosa che, date 
le ordinarie premesse della Geometria proiettiva, è conseguenza del 
resto. Qui mi propongo di giustificare codesta asserzione, dimostrando 
che, una volta concessi i postulati I-XVII della memoria teste citata 
e un certo principio XVIII' (vedi il seg. § 3) che in ordine ai fini 
della Geometria Projettiva di 1** e 2® grado può far le veci del po- 
stulato di R. Dedekind, la reciprocità o invertibilità della supposta 
trasformazione di r in r , e la sua costanza nel riprodurre i gruppi 
armonici^ son conseguenze di altre condizioni un po' più ge- 
nerali e men restrittive. Queste sono: 

I Che la rappresentazione onde si parla subordini a ciascun eie" 
mento di r un solo elemento di r'(sia dunque una/ fr nell'accezion più 
generica), 

II e a qualsivoglia coppia di elementi distinti Vuno dall'altro in r 
una coppia di elementi eziandio non coincidenti fra loro in r\ 

III Che esistano in r due elementi diversi fra loro e tali, che 
ciascun gruppo armonico, il quale contenga Vuno o Valtro di quelli^ si 
rappresenti per un gruppo armonico. 



- , ^{}) I>i€ QéomttrU der Lage, Nfirnberg, Fr. Eorn, 1847, n. 103. 

(i) / pWncipf déUa Geometria di Posizione composti in sistema logico deduttivo. Memorie delVAe- 
cftdemia delle Scienze di Tonno, v. XLVUIs (1898), § 10, in nota. 



2 PERIODICO DI MATEMATICA. 

Che ogni trasformazione isomorfa di r in r' (vale a dire soggetta 
alle condizioni I e II) la quale non abbia virtù di alterare le rela- 
zioni armoniclie, debba esser necessariamente conversiva o re- 
ciproca, si può anche desumere dall'argomentazione algebrica di 
6. Darboux(^) per cui si conferma il teorema fondamentale di Staudt, 
premessa la continuità della retta, che qui non occorre. Anzi 
(corollario non segnalato dall'illustre A.) codesto ragionamento prova 
senz'altro la verità delle nostre asserzioni; perchè se ne deduce ezian- 
dio, che le proprietà significate in I, II e III sono per se sufficienti 
a definire Tomografia tra forme semplici reali. E invero la di- 
mostrazione di 0. Darboux riposa sostanzialmente nel fatto che i 
gruppi armonici: 

{Xi , a?8 , ara , oo) con ari + ars == 2a?a 
ed 

{xi , 1, ars , — ars) con ari = ars' 

i quali tutti contengono l'uno o l'altro dei punti oo e 1, debbono 
rappresentarsi per gruppi armonici. Ma nondimeno riuscirà forse gra- 
dito ai cultori della pura geometria di Posizione il veder confermata 
la cosa per tutt'altra via, coi pili semplici mezzi di cui si fa bello il 
metodo Staudtiano, e senza mai richiamarsi alla continuità della 
retta nel senso di R. Dedekind e G. Cantor. 

Osservate, che le condizioni I e III involgerebber senz'altro la II, 
quando per * gruppo armonico di punti , s'intendesse soltanto 
la figura costituita in due punti diagonali d'un quadrangolo, e 
nelle tracce della lor congiungente sui lati che passano dal terzo 
punto diagonale. (') Ma qui si preferisce allargare il significato di 
gruppo armonico, sì da comprendervi ancora ogni quaterna di 
punti, dove i primi tre punti, o gli ultimi tre, coincidano. Sotto 
il regime di codesta definizione si potrebbe non di meno sostituire alla 
condizione II quest'altra: che " nessun punto di r' rappresenti infi- 
niti punti di r (diversi fra loro) »; giusta il teorema seguente, che 
non dimostriamo: 

* Se una retta r si trasforma univocamente in un'altra r' per 
modo, che tutti i gruppi armonici, i quali contengono un certo punto 
dì r si rappresentino in gruppi armonici, e che nessun punto dir' 
rispecchi infiniti punti di r (tutti diversi fra loro), la trasfor- 
mazione è necessariamente isomorfa ». 

In tutto ciò che segue poniamo che cp sia rappresentazione d'una 
retta r sopra un'altra /, soddisfacente alle condizioni I, II, III; e 
con a;' indichiamo l'immagine del punto x, qual ch'esso sia (or'^cpar). 
L' ipotesi è dunque che ^> sia trasformazione isomorfa di r in r' 
(condizioni I e II), e che sulla retta r esistan due punti non coin- i 

cidenti, sian per es. a e e, tali che ciascun gruppo armonico in r, il I 



(1) Snr U thiorhne fondamentale de la Geometrie Projeetive. Hathem. Annal., XVII, pag. 55. 
(8) Staudt, loc. cit , n. 93. 



PERIODICO DI MATEMATICA. 3 

quale contenga a o e, sia trasformato da cp in un gruppo armonico. 
Essendo inoltre e, f, g punti allineati e distinti, il simbolo "(efg)^ 
starà per "segmento projettivo terminato in « e ^, e contenente f„. 

Per legittimare in ogni parte le poche illazioni che seguono, giusta 
le norme deduttive più rigorose, converrà ch'io mi appelli alla me- 
moria su ** / principi della Geometria di Posizione etc. » dianzi citata; 
mi sia concesso di richiamarla col segno 6. 

§ 2. Teorema I. — Dati r, <•', ^ come sopra (§ 1), se h e d siano 
punti di r i quali separino l'uno dalV altro i punii a « e implicati dalla 
condizione III, le loro immagini b = cpb e d = tpd saranno alla lor volta 
separate per mezzo dei punti a = epa e e = epe. 

L'ipotesi involge (9, P. 20 § 5) che i punti a e b non siano se- 
parati l'un l'altro per mezzo dei punti e e d, né i punti a e d per 
mezzo dei punti b e e: onde esiston per certo (6, P. 1 § 5) due punti 
X ed V coniugati armonicamente fra loro tanto rispetto ad a e 6, 
quanto rispetto r e e d; e due punti u e v separati armonicamente 
fra loro così dai punti a e d^ come dai punti e e b. Dunque esiston 
due punti x ed y armonici ad ambo le coppie (a\ b') e (e, d'); però 
che, in grazia della condizione III, dovranno essere armoniche le 
due quaterne di punti T(a, b, x, y) e ^{c, d, x, y); come esistono 
ancora, e per lo stesso motivo, due punti u' e v armonici ad ambo 
le coppie (a\ d') e (e, b'). Dunque, ciascuno degli a', J', c\ d! essendo 
diverso dagli altri, grazie alla condizione II, bisognerà che i punti a' 
e d separino i punti U e d (6, P. 21 § 5). 

Teorema IL — Sotto le stesse ipotesi intorno ad r, r', qp, a ^ e, ^e b 
e A siano punti di r non separati Vun V altro per mezzo dei punti r 
e e, nemmeno potranno separarsi a vicenda le coppie (b', e') ed (a', e'). 

Insomma dall'esser b un punto diverso da ognuno degli a e e, ma 
come questi giacente sopra la retta r, si deduce che il segmento 
proiettivo {abc) deve aver per immagine sull'altra retta una classe 
di punti tutta contenuta dal segmento proiettivo {a'b'c). 

Si può conceder che i punti b ed e sian diversi fra loro e dai 
punti a e e. Tolgasi in r un punto d, separato dal punto b per mezzo 
di a e e; tale ad es. l'armonico di b rispetto ad a e e (6, P. 23 § 5). 
Allora i punti e e d non potranno separare i punti a ed « (6, P. 13 § 5); 
ne i punti a e d separare i punti e ed e. Esisterà dunque (condi- 
zione III ecc.) una coppia armonica ad ambo le coppie {c\ d') e (a\ «'), 
come pure una coppia armonica ad ambo le coppie {a\ d) e (c\ e); 
ond'è forza che si separino fra loro le coppie (a\ e) e (d', e') (6, P.21 § 5) 
i quattro punti essendo al tutto distinti (condizione II). Dunque e' non 
appartiene al segmento (adV), e per conseguenza e' appartiene al seg- 
mento (ab'c) (6, P. 13 § 6) e. V. d. 

Teorema HI. — Preso a piacere in r un punto b diverso da sl e 
da e, la figura <:p(acb), cioè l'immagine del segmento proiettivo (acb), 
sarà contenuta per intero dal segmento proiettivo (aVb'). 
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Invero, se il punto x appartenga al segmento (ach), vi saranno due 
punti distinti ed armonici ad ambo le coppie (a, b) e (c^ x) (6, P. 1 § 5); 
dunque (III) il simile accade circa le coppie (a\h')Q(c\x'): dunque a?' 
appartiene al segmento (ac'b'). 

Teorema IV. — Premessa ancora V ipotesi del teor. Ili, se la tra- 
sformazione cp (§ 1) rappresenta in sé stesso ognuno dei punti a, e e b, 
{onde r= r), dovrà eziandio convertire in sé stesso ciascuno dei punti: 

Bi = Arm (a, b, e), ^ = Arm (a, Pi , e), . . . , p» = Arm (a, p,-x , e) ; 

pi,a = Arm {e, p, , a), p,,a = Arm (e, p,,, , p,), 

Pm = Arm (e, pi,a , Pi,a), . . . , Pi,i = (e, Pi,i_i , pi,i_8) ; 

quali che siano i numeri interi positivi i ed 1 {sempre che i>l ed 1>3). 

Grazie alla condizione III ed ai fatto, qhe il quarto armonico dopo 
tre punti collineari e non coincidenti fra loro è un punto determi- 
nato univocamente da quelli (6, P. 12, 13, 16 § 4) sarà senza fallo 
tautologo il punto Pi , diverso da a e da e (tì, P. 7 § 4); quindi 
tautologo il punto p^; anzi tautologo il punto Pi , purché sia tale il 
punto Pi-i. Dunque tautologo il punto p} qualunque sia l'indice i. Per 
egual modo la trasformazione 9 dovrà tener fermo ogni punto pi,s, 
Pi,8, Pi,4 (tutti e tre diversi da e); ed anche il punto Pu — dato che qi 
rappresenti in sé stesso ciascuno dei punti Pi,i-i , Pi,i-8 , e che questi 
non si confondano in e — però che il punto py comparisce in un gruppo 
armonico dopo i tre punti tautologhi e, Su-i» Pi,i-2: ecc. 

§ 3. Teorema V. — Qualsivoglia trasformazione 9 soggetta alle con- 
dizioni I, II e III (§ 1) purché non alteri i punti b, e e contemplati 
dalla III {onde r' = r), e che lasci fermo anche un punto b della 
retta diverso da sl e da e, dovrà convertire qualunque punto di r in 
sé stesso. 

Regge in ogni parte anche qui la dimostrazione recata nel Saggio 
* Circa il teorema fondamentale di Staudt e i principi della Geometria 
Proiettiva „ . (Atti dell'Accademia delle Scienze di Torino, v. XXXIX, 
1904, § 2) la quale riposa sul seguente principio (che non involge 
continuità nel senso di R. Dedekind e G. Cantor): 

" Essendo a, b, e punti collineari e distinti fra loro; p e p' due 
punti a piacere nel segmento proiettivo {abc), purché non coincidenti; 
se si costruiscon gli armonici: 

pi = Arm (a, &, e), p^ = Arm (a, pi , e), . . . , p, = Arm (a, p,-i , e), 

si deve giungere a un punto, sia p. es. Pi, tale che nella serie ar- 
monica: 

Pu=Pi, ^ui = km{c, pi, a), p,,8=Arm(<?, p,,^, Pi), Pi,4 = Arm(c, pi,,, Pi,»),... 

vi sia qualche punto Bu ^ Arm (e, pi,i_i , Pi,i_a) esterno al segmento 
proiettivo {pap') ». 
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Basterà dimostrare (0, P. 28 § 5, P. 13 § 6, ecc.) che ciascun punto 
del segmento (abc) corrisponde a se stesso. Poniamo che esista un 
punto p di (abc), diverso dal corrispondente p. Grazie al teor. II, il 
punto p' dovrà giacer similmente in {abc); dunque o p appartiene al 
segmento (acp), o p al segmento {aqi>') (6, P. 5 § 6). In ambo i casi 
frap e p', cioè fuor del segmento [pap) e dei punti p e p, dovrà 
cader senza fallo un punto tautologo ^, grazie al principio sud- 
detto e al teor. IV (viste anche le 6, P. 1, 11, 5, § 6). Ora, dato che 
il punto p' stia nel segmento (acp), ne viene (6, P. 11, 2, § 6) che ^ 
appartiene al segmento (acp) senza appartenere al segmento (a(;p') 
contro il teor. Ili (dove si legga p e p' invece di ò e 6'). Nel mede- 
simo assurdo si cade, ove p stia nel segmento {acp'); però che allora 
il punto tautologo ^ giacerà nel segmento (cap) senza giacere in {cap% 

contro (^' ^) teor. Ili: ved. 6, P. 7, 31, 28 § 5, e P. 11, 2 § 6. 

Teorema VI. — Qualsivoglia rappresentazimie 9 soddisfacente alle 
condizioni I, II e III è una corrispondenza invertibile tra le due 
rette r ed r'; e a ciascun gruppo armonico dell'una dell'altra retta 
coordina un gruppo armonico. • 

Tolgasi in r un punto b a piacere, purché divei*80 da a e e: e sia 
poscia '^ una proiezione univoca di r in r\ che trasferisca ordi- 
natamente i punti a, i, e nei punti qpa, cp&, fc (6, § 4). Questa sarà, 
com'è noto, trasformazione armonica e conversiva reciproca 
dV in r; e la sua inversa 4^"^^ eziandio conversiva ed armonica. 
Ora il prodotto di 9 per l'inversa di ^ ne porge una rappresenta- 
zione (di r sopra sé stessa), la quale possiede i caratteri I, II e III, 
e tien fermo individualmente ciascuno dei punti a, ò, e. Dunque, 
teor. V) t}'"^:? = 1, e per conseguenza 9 = (J;: cioè le trasformazioni 9 
e if non si distinguon fra loro, e. v. d. (') 

Mario Pieri 

{Catania), 



(1) La dimostrazione del teor. V si regge tutta sul teor. IV e sul fatto (significato dai teor. II 
e III) ehe i punti del segmento proiettivo (aòc) terminato in e, o del segmento proiettivo (ac6) 
contenente e, si trasformano in punti di un certo segmento (a^b'c^ o {a'c^b^). Ora il teor. IV sus- 
sisterebbe quand'anche invece della condizione HI si avesse quest'altra più generale: 

III' ^ Ch'esista in r un punto e tale, che ciascun gruppo armonico il quale contenga e si rap- 
presenti per un gruppo armonico , . 

Sarà dunque vero altresì che: ' Qualsivoglia rappresentazione di r in r', pur che soddisfi alle 
condizioni I. II e III' e che ad ogni segmento, il quale contenga e o sia terminato in e, subordini 
punti di un'altro segmento, è una corrispondenza omografica «. E di qui per es. ne viene 
che: 'Ogni trasformazione continua di r in r' soddisfacente alle condizioni I, II e III' è sempre 
un'omografia^; la qual cosa potrebbe eziandio confermarsi seguendo il Dabbocx, nella mem. cit. 



PEKIODICO DI MATEMATICA. 



SlìLLA DETERMINAZIONE DEGLI ASSINTOTI DELLE CITO ALGEBRICHE 



Nella maggior parte dei trattati di calcolo si trovano esposte le 
regole generali per trovare gli assintoti, delle curve, ma sono appena 
accennate le regole particolari per trovare gli assintoti delle curve 
algebriche. 

Per lo più si osserva semplicemente che, data l'equazione in coor- 
dinate cartesiane di una curva algebrica di ordine n l'equazione che 
si ottiene eguagliando a zero la somma dei termini di grado n rap- 
presenta n rette parallele agli assintoti. Qualcuno, come per es. il 
Yivanti nel suo ottimo trattato, aggiunge che essendo 



l'equazione della curva, ove ui {x, y) rappresenta una funzione omo- 
genea di X, y di grado i, l'equazione 

nella quale ad — si sostituisca una radice della i<n = 0, rappresenta 

X 

un assintoto. 

Ma questa equazione diventa indeterminata, se ~z^=''Tr =tin-i=0; 

e, per quanto so, non e stata mai fatta una discussione compiuta 
della importante questione. Tale discussione, assai semplice e naturale, 
mi propongo di esporre nella presente nota per uso degli studenti. 

* 

I. Consideriamo una curva algebrica di ordine n rappresentata in 
coordinate omogenee dall'equazione 

f(Xi X2 Xn) = Mn(^l X2) + XBlln-i{Xi X2) + Xi^Un-i{Xi X^) -}- . . . 

. . . + X8*Mn-8(:»?i Xs)-{- . . . + a:»'' = 0, (1) 

dove UiixiXi) 6 funzione omogenea di grado i delle a;i,a;2, e propo- 
niamoci la ricerca dei punti d'incontro di essa dalla retta a;8==0 e 
delle tangenti alla curva in questi punti. 

I punti d'incontro della curva colla retta 078 = sono dati dalle 
soluzioni del sistema 

f{xi X2 ajs) = 1 

Xs- 
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che per la (1) equivale airaltro 

1in(a?i Xa) = 



a?» 



'ÌT'Y m 



La prima di queste equazioni ha n radici rispetto al rapporto — » 

Xi 

e quindi si hanno n punti d'incontro reali o complessi, distinti o 

coincidenti. 

Esaminiamo i vari casi che possono presentarsi: 
/*• 

1**. Sia a ;= — una radice semplice delV equazione t/n (xi , a?a) = 0. 

X\ 

Si ha allora un punto d'incontro ordinario di ars = colla curva, 
ed è noto che la tangente in esso è rappresentata dall'equazione 

Siccome 

0X\ 0X\ VX\ OXi OXi 

T^ = tln-l + 2X8 Wn-8 + SoTs" «n-8 + . . . + nO^'^Uo 

e per il punto considerato, essendo a'8 = 0, si ha 

àx, — dx, ' òx, ~" òxa ' òxs — ^'"-'^^' ^*'' 
l'equazione precedente diviene 

2®. Sia a = — tt«a radice doppia dell'equazione t/u (xi Xa) = 0. 

•Ti 



Dovrà essere 



Un{XiXa)=0, J^ = ^f 



e quindi anche per la relazione 



_^==o — = 

Possono allora presentarsi due casi : 

a) Se tin-i=t=0, essendo anche — 4=0, il punto non è multiplo per 
la curva, l'equazione (4) si riduce a 

X8=0, 

cioè la X9 è tangente in quel punto alla curva. 
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b) Se anche tin-i =^ 0, allora la (4) à indeterminata, cioè ogni retta 
taglia la curva due volte in quel punto che è doppio, come risulta 
dal fatto che in questo punto si ha per le (3) 

dXi dXt òXz 

L'equazione complessiva delle tangenti in un punto doppio è sim- 
bolicamente 



(^s+^^+^.3=»- 



Dalle (3) si ricava 









^ = 2i/n-2 + 3 . 2a:8«n-3 + . . . 

-^Xt 



òXidXs àXi ' dXi ^ " 



òX%òXi òXi ' 0X2 

ed a causa delle ipotesi fatte si ha per il punto considerato 
ÒXi ~ dXi"' d Xa' ~ da:»» ' òara» "* "^ **"-' 

dXiòara da^idoTa' dJFiòJJs àXi ' dxaòars da?a 

Perciò l'equazione complessiva delle tangenti è 



Se 
la (5) diviene 



+ 2XaX,^ + 2w._aXa» = 0. (5) 

Òa?!» dXidX2 àXi^ ' 



cioè una delle tangenti è X8 = l'altra è la retta 



e se anche 



ÒXi 0^2 ' 
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questa seconda retta coincide pure con la ^8 = 0, cioè il punto con- 
siderato è di regresso e la ars è la tangente di esso. 

Se infine anche Un-2 = 0, la (5) diviene indeterminata; e ciò è na- 
turale, perchè allora le sei derivate di 2^ ordine di jf sono tutte nulle 
e il punto considerato è per lo meno triplo. 

2. Più generalmente sia a = — una radice multipla di ordine v> 2 

Xi 

deUa equazione Un {xi Xi). Si trova come nel 2^ caso che devono essere 
nulle tutte le derivate di Un di ordine inferiore a p, ma non tutte 
quelle di ordine p devono essere nulle. 
Possono allora presentarsi diversi casi. 

a) Nel punto P sia Wn-i =}= 0. Poiché t-^ = Wn-i è diversa da zero, 

risulta che P è un punto semplice della curva 

In tal caso la retta Xz = ha un contatto di ordine p — 1 colla 
curva in P e non esistono altre tangenti distinte da x^. 

b) Supponiamo che (essendo q^p) 

Un sia nullo con tutte le sue derivate di ordine inferiore a q 

Uu-i n n 9 » j» q 1 

Ua-i .»...»....» »....''.. ST^. 

tln-q-i n n n » » ^ 

Un-q-i sia nullo 
ma fra le derivate di t/n di ordine q 

Wn-« „ ?-;-2 

I» Un-q-1 V 1 

e la funzione tiu-q 

qualcuna non sia nulla. 
Si noti che si ha 

ò^xiò^x» ~ d^Xid^X2 "*" ^* d^Xiò^Xi "^ " • ' 

e quindi 

d^'Xid^X2d''x9 '-d^^arid^x»"^" IJ. ^" d^Xià^^Xi ' 
e per Xs = 

Ò^Xi Ò^Xi ~ ÒXi^ òxj" ' ÒXi^àXi^dxJ' ~ '- ÒXi^ dX2^ ' 

Dalle ipotesi fatte risulta che sono nulle nel punto considerato 
tutte le derivate di f di ordine < q ma non tutte quelle di ordine g, 
cioè il punto è multiplo di ordine q. 
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L'equazione complessiva delle tangenti in quel punto è, come e 
noto, simbolicamente 

ossìa, sempre simbolicamente 
ossia per le eguaglianze precedenti 

+ g(|)(x.^-+x..^f-x.-+ 



ossia 



... + ,(g-l)...(g-, + l)(x.^- + X.^f"x.. + ... 

... + |gM„_,x,'» = 0. (6) 

Se q = p il primo termine della (6) per ipotesi non è identicamente 
nullo e la (6) rappresenta p rette, nessuna delle quali coincide con x». 

Se q<p, il primo termine si annulla, perchè per ipotesi P corri- 
sponde ad una radice multipla di indice p della Ua{xi Xa) = (}. Sup- 
ponendo per generalità che il primo termine della sviluppata che non 
si annulla sia r(8 + l)'"'°", delle q rette rappresentate dalla (6), s coin- 
cidono con la xt e le altre sono rappresentate dall'equazione 

,„_„..,,_,+x,(l/-g. + x.5^f+ 
4(4-l)...(«-.)(x,ì!|^+X,ì^^)''"x.+...!«...^X.«-=0. (7) 






Si supponga ora che la retta ar8 = del triangolo fondamentale 
sia la retta all'infinito, 0*1 = 0, a'2 = sieno gli assi delle a; e delle y 
di un sistema cartesiano ed il punto unità sia quello che ha le coor- 
dinate 1, 1 rispetto a questi assi. Allora è noto che le coordinate 
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cartesiane x, y sono legate alle coordinate omogenee dalle relazioni 
— =x, — = y. Il sistema tin(a;ia?a) = 0, Xa=0 dà i punti all'infinito 

Xt X\ 

della curva, e le equazioni o (4) o (6) o (7) rappresentano gli assin- 
toti nei vari casi. 

Infine se dividiamo l'equazione f{XiX%xi) = Q della curva per xt^^ 
essa diventa dalla forma 

F(xy) = V„(a;y) + Vn-i(a;y) + Vu-.(a;y) + ... + Vo 
dove Vsfx y) = M8(xi x%)~^ è una funzione omogenea di a?, y. 

Xz 

Possiamo allora enunciare le seguenti regole che sono conseguenze 
immediate delle considerazioni precedenti. 

l^ Ogni assintoto deve essere parallelo ad una delle n rette rap- 
presentate dalla equazione 

ossia ha per coefficiente angolare una delle radici dell'equazione 

Wn(a) = 0, (8) 

avendo posto 

W.(a) = :^V«(xy)=7«(l,a) = ii«(l,a) = 0. 

2^ Per ogni radice semplice ai dell'equazione (8) esiste un solo 
assintoto rappresentato dall'equazione 

nella quale ad — si sostituisca cti. 

3^ Se ai è una radice multipla di ordine p della (8), cioè annulla 
anche le sue prime p — 1 derivate rispetto ad a, ma non la p-esima, 
occorre esaminare i valori di 

W„_i(a,)...Wo(a,) 
e delle loro derìvnte. 
Se 

W„(«,) = W'„(a,) . . . = WnC-^'Ca.) = 
W„_.(«,) = W'„-i(«,) . . . = W«-»)(a,) = 



W„-p.j = 



(9) 



esistono p assintoti di cofficiente angolare ci, e la loro equazione com- 
plessiva è 

ove al posto di — si ponga ai. 



P^T^H^^' 
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Se non tutte l'equazioni suddette (9) sono verificate e n — q {q<p) 
è il grado massimo di quelle fra le funzioni Wg^'') che non si annullano 
per ai, ed inoltre fra le funzioni 

W^2ir (a,) WizV (ai) . . . W^2i:^ (a,) . . . W„-, (a), 

tutte di ordine g, la prima che non si annulla per il valore ai è W^2l!^(a), 
esistono q — s assintoti di cofficiente angolare ai rappresentati dalla 
equazione 

+ q{q-lh4q-s)[x'-^+y'-^^ (11) 

Esempio I. — Cerchiamo gli assintoti della kreuzcurva rappresentata 
dall'equazione. 

ossia 

Axy) = ajy-(iV + ay) = 0. | 

In questo caso si ha I 

V* = a;y V, = 1 

V, = -(6V + ay) Vi = V, = 0. I 

L'equazione Vi = ha per soluzioni x = Oe y = 0, ambedue radici 
doppie. Si ha poi i 

^ = 2^y ^ = 2^2^ I 

dx" ^ òxdy *^ òy' ^^- ! 

Per -^ = 0, Vi si annulla con le sue derivate prime e seconde 
eccetto 

-^^^ix^ e V. = -iV. 

Dunque » = 4, p = 2, q=p=% ed occorre applicare la (10) che dà 
come equazione degli assintoti corrispondenti 

2YV — 2òV = ! 

Y» = J» 

Y=±6. 

X 

Analogamente per la radice -^ = si trovano gli assintoti 

x^=^ ± a. 

I 

I punti alFoo di questi assintoti sono due punti doppi. 



\ 

f 
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Esempio II. — Cerchiamo gli assintoti della curva rappresentata 
dall'equazione 

Si ha, riducendo a forma intera, 

f(xy) = xy-{ay + b*^)^0, 
e quindi 

V. = x«y», V. = V* = 
V. = -(oy + fcV), V, = V, = Vo = 0. 

Radici di y« = sono x = 0, y = 0, ambedue triple. Si ha poi 
Ò3^ ^^y dx.dy ^^^ df ^^^ 

-a?-=«j^ &^=i^^y ò^«=l^y -à7=6^- 

Per — = sì annullano tutte le espressioni precedenti, eccettuate 
^ = 6x', V. = -JV, 

e l'equazione (10) diventa 

6YV— ^6V = 0, 

ossia 

Y» — ò» = 

cioè esistono due assintoti immaginari, rappresentati dall'equazione 

Y« + 6Y + 6* = 
ed uno reale Y = i. 

Analogamente si trovano due assintoti imaginari X' -f aX + a' 
ed uno reale X = a. 

G. Lazzeri. 



INTORNO ALLE DIFFERENZE DI 0' E ALLE IDENTITÀ ARITMETICHE 



I. Noi vogliamo qui applicare allo studio delle funzioni numeriche 
alcune proprietà delle differenze di 0^. 

É noto che, se 9 e un numero intero positivo, la successione 
0*1, 1^ 2\ 3^...,n^... 

costituisce una progressione aritmetica d'ordine q\ indicandone per- 
tanto, e com' è solito, con A'0*i la differenza t-*"**, si ha 0) 

^roa = ^ « ( J ] (^ _ !).-!+ (I ) (r - 2r«- ... + (- 1)^. (1) 



0) Si Tegga per es. Cesàro, Anàliti algèbrica, p. 461. 
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Per r = g è 

A'»0'» = 3!, (2) 

e per r>q e 

A'^0'» = 0. (3) 

Fra le proprietà delle differenze di 0"^ noi dobbiamo per il nostro 
scopo segnalare la seguente. Se con [1, gY si indica la somma dei 
prodotti ad r ad r dei numeri 1, 2, . . . g si lui, per r < g, 

[1, q]^-'^'0' — [1, gl^-'-^A'O^ ^ * + ... + (— iy»-'A'-0'» = . (4) 

Per dimostrare questa proprietà osserviamo che se nell'identità 

(a:_l)(a,-2)...(x-g) = x^'~[l,g]V-^+[l,9|V-»-...+(-i;^ 
si pone r al posto di .t, si trae, per r g q, 

rn _ [1, ^] V--1 + [1, gYr^-^ _ . . . + (^ ly, = , ^ (5) 

e per r> q 

r^-[l,9]V^-^ + [l,9]V^-'-... + (-ir = (r-l)(r-2)...(r-5). (6) 
Qi*a se moltiplicbiamo ambo i membri di 

per ( — 1)* [1, qY, e sommiamo per 5 = 0, 1, . . . , 9, si ottiene, in virtù 
di (5), per r<7, la formola (4). 

2. Premesso ciò, indichiamo con k{n) il numero dei fattori primi 
diversi di n [A:(1) = 0], e con (i(ii) la funzione di Mobius, nulla se n 
è divisibile per un quadrato ed uguale a (— 1)^"^ se n è costituito 
da fattori primi tutti differenti. 

Si ponga poi 

Mn) = Hn)\i{n). (7) 

L'integrale numerico di jJir(w), cioè la somma dei valori che prende 
jjir(a:), quando x percorre la successione dei divisori di w, è, con una 
notazione già adottata dal Cesàro, e da altri, 

SMu) = |ir(l) ~ Sjir(a) + Sfir(fl6) - ^iiriabc) + . . . , 

a, ft, e, ... essendo i fattori primi diversi di n, e, per r>0, in virtii 
di (7), 

+ ft^)[i-(„)-2r-'-...}, 

e in virtù di (1), 

/^,(n) = (- 1)'^")A'=<">0' . (8) 

In particolare, se n è costituilo da più di r fattori primi diversi, è 
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E questa un'estensione di una nota proprietà della funzione di 
Mobius, 

3. Ora se f{n)j g{n) sono due funzioni numeriche, si ha, com'è 
facile dimostrare, 

SArf)/!/ (5) = 2:i,(rf) //•(!), (9) 

essendo le somme estese a tutti i divisori d di n. Se in questa si 
pone g(9ì) = iir(n), in virtù di (8), si ottiene 

e quindi, indicando con Si un divisore di n, che e costituito da potenze 
di i fattori primi diversi (co=l), con ai, flr2, . . ., flkdi) i fattori primi 
differenti di ti, e denotando con F(w) l' integrale numerico di /T(n), 
si ha 

= 1-p(^)-2^Sf(^) + 3'Sp(-"-)-.... (10) 

4. Questa formola fornisce innumerevoli identità aritmetiche e 
algebriche. 

Per es., supponiamo che sia /'(n) = l, ed n costituito da fattori 
primi tutti differenti, e sia m il loro numero; sarà F (n) = 2™ e la (10) 
darà 

(•J)a.o.-(™>^'+(^)a^-,..= 

= I.(';)2— -2'(^)2— + 3'('^)2--... 

Per ottenere la (1) basta supporre ancora che m sia costituito da 
fattori primi tutti differenti e in numero di «/, e la funzione f(n) 
abbia il valore 1 per n = l, e per n>l. Questa funzione è l'in- 
tegrale numerico di[x(fi), la (10) quindi, per /'(w) = |i(«), e sempre 
nell'ipotesi che n sia costituito da fattori primi tutti differenti e in 
numero di m^ fornisce 

(7)A'0' + f«)A'0'+... + (';!)A'0' = .,r. 

Da questa si trae, com'è noto, la formola 

1' + 2^+... + (p-1)^ = (^)a^O^ + (5)a»0^ + ...+(^^J^^^^ 

5. Vogliamo ora dalla (10) dedurre l'espressione di S/'(-| me- 
diante i valori dell'integrale numerico di f{n). 
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Se nella (10) ai muta r successivamente in 1, 2, . . . , r, si ottiene 
un sistema di r equazioni lineari nelle somme £ f\^] (t = 1, 2, . . . , r), 

per risolvere il quale basterà moltiplicare la prima equazione per 
[1, r]% la seconda per —-[1, ry-\ la terza per [1, r]'-', . . . r«**^™* 
per [ — 1]*~^ [li »•]'"*! ^cc; dopo ciò sommando e tenendo presentì le 
identità (4), (5), (6), si ottiene 

2;^(J] = vf(— ?? )_(-+!) Sf(^ 5 ) + 

' \6r/ Vai aa...aj \ l ) \aia%.., ar+J ' 

+rt>^(»T^d:^.)--<'^) 

Questa formola, per r = 0, dà la derivata numerica di F(n), cioè 
la funzione che ha per integrale numerico F (n) (^) 

/^(n) = dF(n) = F(«)-2:F(^) + SF(^)-... (13) 

La (11) fornisce in particolare se per f{n) si pone la funzione qp (n), 
che rappresenta la totalità dei numeri non superiori ad n e primi 
con «, per cui è J"cp(n) = n: 

S^«)=S__5! C+lls ^ + 

^W ai da... Or \ 1 / Oiaa...ar.i 

+ f+2]s !? _..., (14) 

' \ 2 / aia«...ar+8 ' ^ ' 

e se si fa f{n) = \i{n\ si ottiene 

ecc. ecc. 

Supponiamo che la funzione f{nì sia composta, cioè per ogni coppia 
di numeri (interi) m, m' si abbia 

f(m)f(m') = f[inmX 
allora, se nella (10) si pone 

sarà (|^ (n) una funzione composta, e se W (n) è il suo integrale nu- 
merico si avrà 

+ (") 

e la (12) dà 

(1) Dedekiio), J. f. Math., 54, 1857. p. 1; Lioif ville, J. de Math,, (2), 2, 1857, p. 110. 
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Si ottiene così una espressione della somma dei valori che assume 
la funzione composta f\){x) per tutti i divisori di n formati con po- 
tenze di r fattori primi dififerenti. 

Il numero Nr(n) di questi divisori si ottiene facendo in (16) (Ka?)=l: 

N, („) = Sv (^i?— ) - Cf ) S V (—^^U . . . . 
e la loro somma Sr (w) per f^{x) = x: 

/r+lV^ ( n \ . 

\ 1 / . \ai tìTa . . . ar+i/ 

V {n), a (n) rappresentando rispettivamente la totalità e la somma dei 
divisori di n. 

6. Or si potrebhe domandare quale sia l'espressione di 2 /][Sr) nel 
caso che f{n) non sia una funzione composta. Per rispondere a tale 
questione, osserviamo dapprima che, se si indica con f{d, n) la somma 
dei valori che prende f{x) per i divisori di n che sono multipli di d^ 
e g{n) è una funzione numerica qualunque, si ha, come è facile di- 
mostrare, 

^fid,n)g{d) = JiAd)Sg{d), (17) 

essendo le somme estese ai divisori d di n. 

Indicando quindi con (Or(n) una funzione numerica che è uguale 
a 1 se n è costituito da potenze di r fattori primi diversi, e in 
ogni altro caso, si ha evidentemente 

SA8r) = S/*(rf)«r(d). 
Per applicare la (17) poniamo 

donde, per la (13), , 

e infine, per la (15), } 

i7(n) = (-irfirV('»)- ^ 

La (17) quindi fornisce la formola 

S/'(5r) = S/l[ai as...ar, «) — (*^ j jSAai ««...Or+i, n) + 

2 j S fiat 02 . . . ar+«, ») — .••, 

fonte, anch' essa, di innumerevoli identità aritmetiche. 

MioHELB Cipolla 

{Coritoné)» 
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UN TEOREHiL SUL " MODULO PRINCIPALE „ DI UNA FUNZIONE 



I. Un pregevole lavoro di Nekrassoff sulla serie di Lagrange, (*) 
mi ha suggerito un teorema sul modulo principale di una funzione, 
teorema, che non mi sembra privo di un certo interesse. 

Premettiamo le seguenti considerazioni: 

Sia tp (z) una funzione della variabile complessa z = re»'', finita, 
continua e monodroma per tutti i valori di z pei quali è soddi- 
sfatta la limitazione : 

(1) k<^r<k^. 

Se R è il modulo di '^ {z\ finche è soddisfatta la (1), B sarà 
una funzione fiinita e continua di cf e, col variare di 9 da a 27i, 
attraverserà certi massimi ciascuno dei quali è una funzione di r. 

Indichiamo con : 

(2) Mi(r), MaCr), MaCr),... 

questi massimi ; chiameremo massimo principale il massimo dei nu- 
meri (1), (*) cioè quel numero M (r) che, per ogni valore di r, sod- 
disfa simultaneamente le relazioni : 

M(r):>Mi(r), M(r) ^Ma(r), . . . 

in una almeno delle quali, deve valere il segno di eguaglianza. 
Avremo intanto, in generale : 

M.(r) = R(r,<pJ 
(« = 1,2,3,...) 

dove <p„ è una radice dell'equazione: 

Col variare di r, uno dei massimi della successione (1) può di- 
ventare un minimo e viceversa; e cosi anche può sparire o com- 
parire quando, col variare di r, una radice reale della (3) diventa 
complessa e viceyersa. Da ciò segue, che il' numero dei massimi 
della successione (2) non è costante pei diversi valori di r. 

La funzione M (r) può altresì, cambiar forma col variare di r, 
nel senso che, per valori diversi di r, può essere rappresentata da 
funzioni diverse della successione (2). 



(1) Uath. Ann, Band. 31; pag. 837. 

(9) Certamente esistente per le limitaxioni fatte stilla funzione yf («). 
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2. Si dimostra (^) che, tra & e fci, la funzione M(r) non può 
aver massimi e può avere, al più, un minimo. 

Se esiste, indichiamolo con |i e indichiamo con p il valore di r 
per il quale la funzione M (r) assume il valore fi ; diremo che |i è 
il modulo principale della funzione ^ (2). 

Se il modulo principale è un valore che | ^ (2) | assume per un 
valore ^ di z (] ^ | = p), radice dell'equazione 

(4) i^'{z) = 

cioè, se la (4) ha una radice C che soddisfa le condizioni : 

(5) |i = l<KC)l, P = |C| 

diremo che ji è un modulo principale crìtico] nel caso contrario, 
cioè, se la (6) non ha punte radici che soddisfino le (6) diremo 
che |i è un modulo principale non critico. 

3. Poiché è utile, in molte questioni, sapere se il modulo prin- 
cipale di una funzione sia o no critico^ vogliamo ora stabilire un 
teorema che ce ne dia la condizione necessaria e sufficente. 

Facciamo, all'uopo, le seguenti considerazioni : 

Il valore n del modulo principale della funzione ^ (z), sarà, per 

quello che abbiamo detto al n. 2, assunto dalla funzione M (r) in 

un unic^ punto p. Sarà dunque: 

|i = M(p). 
Indichiamo con: 



(6) Mar), M2(f),... 

quelli, fra i numeri della successione (2), che per r = p hanno il 
valore {*, per cui : 

M7(^ = JMp) = ... = |x. 
Essi corrisponderanno a certe radici 

?i(r), T2W, ... 
dell'equazione (3); indichiamo con: 

?17 927 987- •• 

i valori di queste radici per r = p. Allora : 

Zi = pe^ì'i, Z2 = pc^^'s, . . . 
sono tutti e soli valori di z di modulo p pei quali : 

{}) NEKRA88OFF, Math, Ann, B. 31; pAg. S37. 
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Supporremo che si abbia: 

nel punto (p, cpO (è = 1, 2, . , .) ; cosi dalla teoria delle ftmzioni im- 
plicite sappiamo, che Inequazione (3), essendo per il valore r = p 
soddisfatta da un valore tpi {i =1,2,...) di cp, definisce completa- 
mente una funzione 9 di r finita e continua nel punto r = p (ove 
essa assume il valore ^i) insieme alla derivata. 

Ciò premesso, è facile decidere se il nwdtUo principale è critico. 

Affinchè sia: 

^'(p,6-) = 

bisogna e basta che risulti : 

dR_òR_ 
òr ò^ 

calcolando le derivate per r = p e 9 = w. (*) 
Ora, in virtù delle ipotesi fatte, si ha : 



(fk=° 



(i = l,2,...). 

D'altra parte, in virtù della definizione dei numeri della suc- 
cessione (6), si ha: 

dove, nelle derivate 77- e — bisogna porre : 



0) Posto: 

f^ («) = Rei* 
si ha infatti: 



,, g i*/dR . ò^\ .,_ i*/dR . ^*\ 



e dal eonlronto di queste equazioni: 





dR ò^ ÒR ò^ 




r— = — rR -^^ — ; r ^— = R -r — • 




Ò^ òr òr jd(p 


La oondidone è 


adunque sufficiente. Ed è anche necessaria perchè, se ^' (z) = 0, dalle 


equazioni : 






ÒR d* _ ÒR ò* 




òr ò:p Òy òy 


ti rieaya:* 






ÒR __ ÒR _ 








òr Ò5p 
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Facciamo nella (8), r = p ; per la (6), si ha : 
(9) SMS=(f)„. 






Se supponiamo che |x sia critico^ dovrà esser nulla almeno una 
delle quantità: 

poniamo i/ (Zj). Allora, in virtù delle osservazioni fatte, e per la (9), 

risulta: 

(10) M'j(p) = a 

Inversamente, supposta verificata la (10), dalle (8) e (7) risulta: 

« =0 
cioè: 

<l''(2j) = 0. 

Si avrà dunque : 

V' = \^{h)\, |zj = p, f(zj) = 

e il minimo |i è critico. 

Possiamo dunque enunciare il 
Teoeema. — Siano: 



fòR\ _ fa 



(11) Mi(f), M,(r), M8(r),... 

i numeri della successione (2) cJte per r = p Jumno il valore del mo- 
dulo principale (x e siano: 

fe radici dell'equazione (3) ctii e««i corrispondono; se: 

Vii ^2 7 TSJ • • • 

«owo ì valori di queste radici per r = p e se : 

(«•=1,2,...) 

condizione necessaria e sufficiente affinchè il modulo principale della 
funzione (p (z) sia critico è, che fra i numeri (11) ve ne sia almeno 
uno la cui derivata rispetto a r, si annulli per r = p. 

4. Se interpretiamo rem come coordinate cartesiane ortogo- 
nali di un punto del piano, pel punto (r = p, m = |i) passerà, in 
generale, la curva: 

(m = Mi (r) 

e la condizione necessaria e sufficiente affinchè \i sia critico è che 
tra queste curve ve ne sia almeno una che tocchi la retta w = |i. 
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5. Si osservi in particolare, che se la serie (11) contiene un 
solo elemento, la condizione necessaria e sufficiente affinchè |i sia 
critico è M' (p) = 0. Ma il teorema superiore ci rivela la possi- 
bilità di avere un minimo critico senza che sia M' (p) = 0. Se, in- 
fatti si ha: 

M (r) = Mi (r) per r < p 

M (r) = Ma (r) per r > p 



se la serie (11) contiene almeno un terzo elemento M8(r) in modo 
che si abbia : 

M\(p)4:0, M'a(p)4:0, M'8(p) = 0, 

il modulo principale ^ sarà crìtico senza che si annulli la derivata, 
rispetto a r, di M (r), per r = p. 

Prof. Guido Sadun. 

{Cagli) 



EQUAZIONI LE GUI RABIGI fOBMAKO UKA FRO&RESSIOliE fiEOMETRIGA 



I. Il sig. OccHiPiNTi in una recente Nota(^) si è proposto di cer- 
care un criterio per decidere quando è che un'equazione intera del 
grado n 

f{x) = x° + «la;"-^ + . . . + a^-ix + an = (1) 

ha le radici del tipo 

a:. = rp-^ (s = l, 2, . . . , n) (2) 

e poi di risolverla, esprimendo r e p mediante i coefficienti. 

L' A. enuncia il teorema: la risoluzione di un'equazione che ammette 
le radici in progressione geometrica si riduce alla risoluzione di una 
equazione del 3** grado. 

Ora è lecito di dubitare della sua validità, perchè da esso segui- 
rebbe in particolare, ed in contraddizione con un classico teorema 
di Gauss, che V equazione binomia x" — 1=0 si può risolvere algebri- 
camente mediante una equazione del 3° grado. 

L'A. nelTenunciare il teorema non ha tenuto conto che nella sua 
risolvente del 3® grado 

2_ 2. 

p*H p -] 2 P — 1 = (3) 



0) Anno XX, fase. IV (1905) del Periodico. 
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e nell'altra 

l n"-l 

r = — On» : p * (4) 

_i_ 
che, conosciuto p, dà r, vi è il simbolo an*", e che perciò alla risolu- 
ziane della (3) bisogna premettere quella dell'equazione binomia x^ — an=0. 

Ma con questa correzione quel teorema perde ogni interesse, anzi 
le formolo (3) e (4), anziché risolvere la quistione, non fanno che 
complicarla, trasformandola in un'altra di Àlgebra Superiore, mentre 
che, come proverò, la risoluzione di un'equazione le cui radici formano 
una progressione geometrica si riduce a quella di una semplicissima 
equazione del 2^ grado, tranne che per tipi speciali di equazioni. 

Ad ogni modo le (3) e (4) son sempre insufficienti pel calcolo di p 
ed r. Infatti la (3) non rappresenta un'equazione sola ma n, essendo 

appunto n i valori di an» ; e la (4) per ogni valor di p ne dà 2 per r; 
dunque le (3) e (4) danno 6n coppie di valori per p e r. Ed eviden- 
temente son troppe per essere accettabili tutte. 

Dunque la quistione è ben lungi dall'essere risoluta e merita di 
esser ripresa ab ovo. 

2. Cercherò anzitutto un criterio per discernere le equazioni a 
radici in progressione geometrica. 

Per le note relazioni di Girard tra i coefficienti e le radici di 

un'equazione, si ha 

1 — p" 

— fli = a?i + ^9 + . . . + a7n = r ^__ , (5) 

nCn-l) 

i—l)''au = XiXa,..Xn = r''p « , (6) 

/Il 1\ 1 0° (»-lXn-2) 

poi, quadrando la (5), 

Xi' + x,' + ... + x^^ + 2a, = ar^ 



ossia 



2fl, = oi' (8) 



' 1-p' 
da cui 

««-'•P (i-pHi + p) • (8) 

3. Supponiamo anzitutto an_i=t=0, cioè che non sia r = o p = 
p radice n"* dell'unità; allora sarà pure ai 4=0 e an 4=0 e si avrà 



^- = rV-' (9) 



ossia 



^ = XsXn-s (5=1, 2, . . . , n). (10) 

«n-1 
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Quésta relazione dà il prodotto delle due radici estreme della pro^ 
gressione e di due radici equidiatanti dalle estreme, e per n dispari dà 

come radice delVequazione uno dei due valori di \~^ • 

La (9) è dunque necessaria affinchè le radici formino una pro- 
gressione geometrica. Essa esprime che, se nell'equazione si cambia x 

in , l'equazione trasformata 

an-ix 

2^»:; — :; =o o San-. -— x°- = o, 

ove 00 = 1, deve avere le stesse radici; e però dev'essere 
a»a\-i = ai"an-sflfn*"* (« = 1» 2, . . . , « ; a© = 1) . 

Queste relazioni son necessarie, ma non sono indipendenti. Infatti 
per s = n danno 

a"n-i = ai"(io'*-' (11) 

e, delle rimanenti, due che corrispondono a valori di s complemen- 
tari rispetto ad n (cioè s ed n — s), moltiplicate tra loro danno la (11); 
poi per « = 1 si ha un'identità; dunque basta dare ad 9 i valori 

2, 3,..., A:, n ove A; = j-2-| (massimo intero contenuto in -^j. 

Posto 



y- = ^- yTHr (« = 1, 2, . . . , n), 



si ha per la (10) 

y» • yn—s — XaXn—H — I ; 

aiCIn 

dunque, eseguendo sulla (1) la trasformazione 

si avrà un'equazione autoreciproca 9(^) = 0, la quale, quando n è 
dispari, avrà per radice lo — 1, secondo che il valore scelto nella (12) 
pel radicale è uguale è opposto al valore che, come sappiamo, è 
radice della (1). 

Se (1) ha le radici del tipo (2), sarà verificata la (9), e però ^(y) = 
avrà radici del tipo 

y- = '•P^' • y P^"= p""*^ (s = 1, 2, . . . , w). (13) 

Viceversa se cp(y) = ha le radici di questo tipo, per la (12) la (1) 
avrà le radici in progressione geometrica. 

Affinchè poi ^{yì = abbia le radici del tipo (13) è necessario e 
sufficiente che le equazioni 



T 



{y-"-?) = (« = 1, 2,...,«) 
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abbiano tutte una stessa radice in comune; anzi, essendo 9(y) = 
antoreciproca, basta prendere « = /r + l, fc + 2, . . ., n se fi = 2A:, e 
« == A: + 2, i + 3, . . . , n se n = 2i + 1, e nel primo caso si può ad y 
sostituire y', per evitare esponenti fratti. 

Raccogliendo, si ha il 

Teorema. — Affinchè l'equazione (1), in cui an-i4=0> ctbbia le radici 
in progressione geometrica è necessario e sufficiente: 

V che sia Si 4= e an 4= ; 

2* che sia 

a.a'n-i = di'an-san*^* U = 2, 3, . . . , i, n ; k = 1^1] ; 

3® che, detta ^(y) = l'equazione che si deduce dalla (1) con la tra^ 
sformazione 

le equazioni 

cp(y) = 0, cp(y») = 0,...,q)(y«-^) = se n = 2A: 
T(y) = 0, cp(y*) = 0,...,cp(y^) = 0, se « = 2A+1 

abbiano una stessa radice in comune. 

Scolio. — Quando n = 2i + 1 si può a cp (y) sostituire __{ o 

,2^ , secondochè qp(y) = ammette per radice lo — 1. 

In pratica l'applicazione della terza parte di questo criterio offre 
gravi difficoltà. Così per un'equazione appena del 4^ grado, richiede 
la formazione del risultante delle equazioni cpO/) = 0, 7(y') = dei 
gradi 4 e 12 rispettivamente. 

Darò a questa terza parte un'altra forma molto più utile in pra- 
tica, almeno per le equazioni di grado non troppo alto. 

L'equazione autoreciproca cp(y) = 0, privata della radice lo — 1 
se n = 2fc4-l, sarà del tipo 

bo (!/* + 1) + il iy"^-' + y) + . . . + 6.-1 (y"^^ + y^"^) + b^y^ = (14) 



*.(y'+^)+*i(j/''-*+^i)+... + ^-i(y+y)+*k = o. 

Posto 

, 1 

è noto che le somme 

si esprimono come funzioni intere dei gradi 2, 3, . . . , A; in z mediante 
la relazione ricorrente 

y+^=(»'-^+^)^-(jr' + ^.) (s = 2,3,...) 
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e che l'equazione (14) si trasforma in un'altra ^{z)=^0 di grado k. 
Ora se le radici della (14) sono del tipo 



y^-^ y•-^ 



r\ y, y\'..,y^ se n = 24 + lì 

.r\ y. y',...,y**^-* sen=2i/ ^^^^ 

come esige il criterio precedente, le radici di ^(^) = saranno ap- 
punto le somme 

^i = y + y» ^a = y'*+T;3»---.^k = j^ + -k se n = 2A; + l 

^i=y + y ^a = y+Ti,...,«»-i = y'*'"' + pk=ì 8« n=2k 

e però saranno esprimibili tutte mediante la prima Zi con la relazione 
ricorrente 

z% = Zn-iZi — ^a-8 (« = 2, 3, . . . ; ^0 = 2). (16) 

Viceversa: se le radici ^i ^» , . . . , 2fk se n = 24, o 2^1 ^s , • • . > Za-i 
se n = 2A; — 1, di ^(z)=^Q sono tutte esprimibili come funzioni intere 

di ^l mediante la (16), dette y^^ — le radici di 9(y) = che corri- 

y» 

spendono a ^s, si ha 

in particolare 

ed è poi facile vedere col metodo di induzione completa da s a s-j-l 
che in generale 

ossia 

(ys-yi'')(y«yi"-i) = o, 

da cui yg = yi' y8 = yi~" e però la (14) ha le radici del tipo (15), 
come esige il criterio. 

Dunque la terza condizione del teorema precedente può essere so- 
stituita dall'altra: che detta Zi una certa radice delV equazione tl>(z)=0 

di grado k, a cui si abbassa q)(y) = con la trasformazione y + — = Z| 

le altre radici sieno Z2 Zs . . . Zk se n = 2k + l, o Zs Zs. . . Z2k-i se n=2k 
essendo m generale Za gudla funzione razionale intera di grado s in Zi 
che si deduce dalla relazione ricorrente 

Zs = Zs-i Zi — Zft-i {Zo = 2). 

4. Supponiamo «n-i = 0. 

Per la (7) sarà r = 0op = 0o 1 + p + . .. + p«-^ = 0. 
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Per essere r = 0, ossia xi = x% = . .. = Xn = 0, la (1) deve ridursi 
a o:^ = e per essere p = 0, ossia Xi = r, ara = . . . = rPn = 0, la (1) 
deve ridursi a a:° — ra;°~* = e quindi a a:° + aia?°~* = 0, essendo 
— fli =a?i 4" • • . + arn = t*. 

Che se poi 1 + p + • • • + p"~* = 0, cioè se p è una radice n"* del- 
Tunità, detto s Y esponente cui essa appartiene (divisore di n) cioè sup- 
posto p radice primitiva dell'equazione re*— 1=0, sarà evidentemente 



quindi 
da cui 
e però 



f(x) = {x''—r)* = x^ — — r*»x^~" + . , 

o 






r* = — — a» 
n 



Si ha COSI il 

Teorema. — Affinchè l'equazione (1), in cui an-i = 0, abbia le radici 
in progressione geometrica è necessario e sufficiente che sia f(x) = x'^ o 
f (x) = x" + aix"~\ o che^ detto a.» il primo coefficiente che non è nullo, 
sia s un divisore di n maggiore di 1 e sia 



nx) = [x^+^a]^. 



5. Applichiamo questi risultati alle equazioni del 3° 4^ e 5^ grado. 
Sia 

/ {x) = a;' + cii^^ + ci^x + as = 0. (17) 

Se (la 4=0, pel teorema del §3 dev'essere anche ai=HO, a8=rO ©d 
a^i* = aiW ossia a^* = «i"a» . Se poi a^ = 0, pel teorema del § 4, 
dev'essere o f{x) = x* o f {x) = x* -\- Oix^ o f (x) = x^ -jr ctz; ma appli- 
cando illecitamente la 02^ = 01^0^ a questo caso, si ha «8=0 ai=0 
e si trovano appunto ì tipi precedenti, dunque quella condizione è 
necessaria e sufficiente anche nel caso 0^ = 0. 

Dunque: la condizione necessaria e sufficiente affinchè l'equazione 
generale (17) del 3** grado abbia le radici in progressione geometrica è 

fla* = ai^a^ . 

Corollario. — L'equazione x* + px + q = non può avere le radici 
in progressione geometrica, a meno che non si riduca a x* = 0. 

6. Sia 

f {x) = x^ + flix» + flfax" + orsa: + «4 = 0. (18) 

Se at^O, la prima condizione del teorema del § 3 impone che sia 
ai 4=0 e ai 4=0 (19) 
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e la seconda che sia 

a%a^ = a^a%a4, e a8* = fliW. (20) 

Supposto che queste condizioni si verifichino, eseguendo sulle (18) 

la trasformazione x = ay, ove a = V-^ , l'equazione trasformata 
T (y) = «V + «laV + «««y + «««y + «4=0 

sarà autoreciproca e si potrà scrivere 

?(y) = «4(y* + l) + asa(y» + y) + (7,ay = 0; 

dividendola per y' e ponendo y-\ = 2?, essa si riduce a 

tp (z\ = asflr4«* + QzciLZ + (diai — 2aa) a* = 0, 

che a* = -— . Dette Zi e zz le radici di questa equazione dev'essere 

Zz = Zx — 32fi , ossia 2?! + ^Ta = 2?!* '—2zi\ ma ^j + 2^, = — — , dunque 

«42:1* — 2a42ri + dea = 0. 

Sottraendo questa moltiplicata per ai, da Zxi^(zx)=^Q, si ha 

OzOLZi + axo^aai — flfs'a = 

e sottraendo questa moltiplicata per ai da aas'j^ (2^1) = 0, risulta 

Oia* (oz — flaa*) jei + a^aipL (aia% — as) = ; 

ricavando da questa il valore di zx e sostituendolo nella precedente 
si ha, dopo facili sviluppi e riduzioni, 

— Oxa^-^az^ai + axa%azai — ia^a^azai + a^a^oi = 0. (21) 

Dunque se az^O, le (19), (20) e (21) sono condizioni necessarie 
e sufficienti; ma possono semplificarsi. La 1* delle (20) si scinde in due 

a« = o da' = cilici* ' 

Se aa = la (21) dà — oida* + aa*^»* = ossia ai = aiaz, per cui 
la 2* delle (20) diventa az*==ai^az ossia az= ± di', e però 

f{x) = x' + aix^ ± at^x ± a/ = {x^ ± «i») {x + a,). (22) 

Se az^ = ai^ai, la 2^ delle (20) resta soddisfatta e la (21) ponen- 

a 

dovi ai = -^ diventa 
«1 

— ai^az + a^OzCiz + ora'ai + ««'«i — 2aaVa = 0. 

Queste condizioni illecitamente applicate quando a% = condu- 
cono alla (22). 

Infine, se aa = 0, pel teorema del § 4 si ha che 

/ì[x) = ir* + (w» f(x) = (x^+\a^Y f{x) = x' + ai. 
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Raccogliendo si ha il teorema: Affinchè V equazione generale (18) 
dd 4^ grado abbia le radici in progressione geometrica è necessario e 
sufficiente che sia 

f(x) = x^ + a^o^, f{x)^(x' + ia,Y o f(x) = x' + a, 

che sia 

«s4=0, aiai* = a9* ì 

— ai^a» + ai'Ofas + Oa'ai + aa'ai — 2a2^az = / * 

7. Sia 

f(x)=x'' + atX^ + a^ + a^^-]-aa + afi = 0. (23) 

Se a4=T=0, il teorema del § 3 impone anzitutto che sia 

«1 =}= e as =1= 
a^oi* = ai^a^at e a^=^ax^a^ (24) 

ma le prime due sono una conseguenza della 4* e però inutili. Sup- 
posto verificate le (24), eseguendo sulla (23) la trasformazione x = ocy, 

ove a = V'^~^i l'equazione trasformata 

?(y) = a V + aia*y* + (wV + asaV + a4ay + as = 
sarà autoreciproca e ammetterà per radice 1, se conveniamo di pren- 
dere per a quel valore di V-^ che dev'essere radice della (23) e 
però si potrà scrivere 

?(>) = a5(/-l) + aa4(t/*-y) + a«a3(y»-y") = 0, 
che divisa per y — 1 diventa 

a5(/ + l) + (a5 + aa.)(y' + y) + (a5 + aa. + a»a,)y-=:0; 
questa, divisa per ^', si riduce a 

^(z) = a^z* + (flfs + Mi^ z + (aVs + aa4 — as) = 0, 

ove si è posto y-j — = 2;. 

Dette ari e z^ le sue radici, dev'essere 2^2 = 2^1" — 2 ossia 01+2:2= 
= 2fi' + 2?i--2; ma 2?i + 2r2 = , dunque 

(hZi + aizi + {mi — as) = 0. 

Sottraendo da «J^(2fi) = 0, risulta aa42fi + a"a8 = 0; ricavando il va- 
lore di 2^1, e sostituendolo nell'equazione precedente, si ha facilmente 

(aifla'as — o*') «5 = (a«a6 — a*") a^'a ; 
quadrando e tenendo presente che a' = -^ , si ha infine 
(aiOs'ae — a*')* as = {a^fii — a**)" ai'ai . 
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Se poi a4 = 0, il teorema del § 4 dà o f(x) = x^, o /*(a:) = x'*+aix* 

O f{x) = X^ -]- Qi. 

Dunque: affinchè V equazione generale (23) del 5^ grado abbia le radici 
in progressione geometrica è necessario e sufficiente che sia 

f{x) = x^ + aia;* o f(x) = x* + a» 
oppure 

«4=1=0, aia4" = ai'a8a5, a/ = aiW ì 
(aWoi — ai*)* as = [asOti -— a^y a^^Oi ) ' 

8. Ora passiamo a risolvere l'equazione (1) nell'ipotesi che essa 
abbia le radici che formino una progressione geometrica, cioè che 
sieno verificate le condizioni enunciate nel teorema del § 3 o del § 4. 
Basterà calcolare r e p. 

Supponiamo anzitutto an-i=^0, allora per la (7) sarà 

e quindi anche ai=t=0 P®^' '« (5). 

Essendo an-i=rO, regge la (9), quindi la (5), moltiplicata per r, 
diventa 

1 f , «iffn\ 

— air = z Ir' — p 

1 — p \ ^ On- i/ 

ossia 

fln-if* + aittn-i (1 — p) t — aicinp = 0. (25) 

La (8), per la (5) può scriversi 

1 + P" 
2aa — ai" = air ^ \ ; 

questa moltiplicata per r diventa, per la (9), 

ossia 

aian-ir* - dn-i (2a, — ai") (1 + p) r + ai»a„p == 0. (26) 

Combinando per sottrazione la (26) e la (25) moltiplicata per ai, 
si ha 

an-ir [02 + (aa — ai') p] — ai^a^p = 0, (27) 

invece, cambiandole per addizione e dividendo il risultato per an-if 

si ha 

air — aap + ai* — a» = 0. (28) 

Ricavando r da questa equazione e sostituendolo nella (27) sì ha 
un'equazione di 2^ grado in p; quindi il 

Teorema. — Se l'equazione (1) del grado n ha le radici che formano 
una progressione geometrica ed aa 4= e aa — ai' =}= 0, la ragione p della 
progressione è una qualunque delle radici dell'equazione. 



PERIODICO DI MATEMATICA. 31 

ed il primo termine r è 

r = -g{l-p)-flx.(>) 

9. Esaminiamo i due casi esclusi, cioè as = o a^ — ai^ = 0, ma 
supponendo sempre an-i=|=0. 

Se 02 = 0, segue dalla (8)' che dev'essere necessariamente 

perchè negli altri casi in cui si annulla ^2 si annulla anche an-i. 

Allora p sarà una radice (n — 1)™* dell'unità, quindi detto s l'espo- 
nente (divisore di n — 1) cui essa appartiene, sarà evidentemente 

f{x) = (ar« — r») V' {x — r) = x'' — ra°-' — ^^-^ 7-x*^-» + • • • ; 

s 

e paragonando con la (1) ne segue che r= — di e che dev'essere s>2, 

(dovendo essere a% = 0) e che s è l'indice del primo coefficiente che 
segue 02 e che non è nullo. Si ha così il 

TsoRBMA. — Se V equazione (1) del grado n ha le radici che formano 
una progressione geometrica ed è an-i=t=0 e a2 = 0, t7 pì^imo termine v 
della progressione è il coefficiente ai del 2^ termine cambiato di segno e 
la ragione p è una qualunque radice primitiva dell'unità appartenente 
all'indice s del primo coefficiente che segue ai e che non è nullo. 

Supponiamo ora a^-i^O e a^ — ai'=0. Segue subito che dev'essere 
1 — p*'+^=0, ossia che p*" è una radice (n + 1)™' dell'unità, perchè dalle 
(5) e (Sy si ha facilmente 

«»-«.-*" (i-pra+p) • 

Detto s l'esponente (divisore di n + 1) cui p appartiene, è facile 
convincersi che sarà 

n+l 

f (x) = (x* — r") • : (x ~ Xn) ove Xn = rp^ 
ossia 

f(a;)===a;'»+a:na:°-^+iCnV-"+...+a?n^-V+^'«+(a?n^-^ 

Paragonando con la (1), segue che Xn = ai e che effettivamente 
Oa — ai* = purché non sia s = 2, che in tal caso invece 

,a^i = ai% 08 = 01" — — —r", 

8 

Teorema. — Se l'equazione (1) dd grado n ha le radici che formano 
Mna progressione geometrica ed è an-i =}= ^ a« — ai" = 0, V ultimo ter- 
mine Zn è eguale al coefficiente ai del 2^ termine e la ragione p ì una 

{}) Nell^enancijito ho tralasciato la condizione a^.i^^O, perchè essa resta assorbita dall'altra 
OS 4=0, come risolta dal paragone delle (7) e (8)'. 





02- 


-0i" = - 





2 


Osservando che 


02 = 


01*, 08 = 


(H* 


,.. ., 


possiamo enunciare 


il 
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qualunque radice primitiva dell'unità appartenente alV indice s del primo 
coefficiente a. che non è potenza 8°** di ai . 

IO. Infine dal teorema del § 4 segue subito il 

Teorema. — Se l'equazione (1) del grado n ha le radici che formano 
una progressione geometrica ed è an-i = 0: 1** o f (x) = x° e /« sue ra- 
dici son tutte nulle; 2^ o f (x) = x*^ + aiX**""N ^ i^ sue radici sono 

Xi = — ai , Xi = n.. = Xn=^0; 

.3® f(x) = (x''H agj^cof» s divisore di n e maggiore di 1, e le sue 

radici sono le radici s™® di a» , ove a^ è il primo coefficiente di f (x) 

che non è nullo, ripetute — volte. 

Dott. Gustavo Sannia 

{Torino). 



SULLA DEFINIZIONE DI ÀREA DI UNA SUPERFICIE CURVA 



!• Nella prefazione del suo Corso d'Analisi Jordan cita come uno dei 
punti del Calcolo che ancora sono oscuri la definizione di area di una super- 
ficie curva. 

Mentre per la lunghezza di un arco di curva piana o storta, si è data già 
una soddisfacente definizione, dalla quale, e questo è un risultato importante, 
si è potuto risalire a stabilire a quali condizioni devono soddisfare le funzioni 
rappresentative di quelle curve acciò esse siano rettificabili, delle definizioni 
di area di una superficie curva, parecchie sono state riconosciute errate, altre 
non sono, dal punto di vista logico, immuni da qualche difetto, da nessuna 
poi delle proposte si è potuto ricavare l'analoga determinazione delle condizioni 
necessarie e sufficienti cui debbono soddisfare le funzioni che analiticamente 
rappresentano le superfici, acciò queste ammettano area determinata, se esplì- 
citamente nella definizione non è indicato che essa vale solo per classi par- 
ticolari di superfici. 

E noto infatti che, definendo la lunghezza di un arco di curva come il 
limite cui tende la lunghezza di una poligonale inscritta, al decrescere inde- 
finito ed arbitrario dei lati, e chiamando rettificabile una curva di cui l'arco 
ha una lunghezza determinata, funzione continua di un parametro t, Jordan (^) 
ha dedotto che le funzioni di t con cui sono date le coordinate di un punto 
corrente della curva, debbono essere continue ed a variazione limitata, acciò 
la curva stessa sia rettificabile. E da osservare, a questo proposito, che le 



(1) JoBDAV, Court d'Analyse, VoL I, pag. 105. 
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condizioni trovate da Jordan sono, in sostanza, a parte la denominazione, 
quelle già date da Scheeffer. (*) 

Ma se si rappresenta una superficie mediante tre equazioni 

ove ti e i; sono due parametri variabili in un certo campo — metodo il più 
generale di i^appresentazione — e si definisce Parea in uno dei tanti modi pro- 
posti, non ancora, come dicevamo, si sono trov^e le condizioni cui devono 
soddisfare le qpi , ;f 2 , cps, acciò la superficie abbia area determinata. 

Non ho creduto frattanto del tutto inutile il passare in rassegna parecchie 
delle definizioni proposte per l'area delle superfioi curve, allo scopo di seguire 
Tevoluzione dei concetti che hanno ispirato le definizioni stesse. 

2. I Geometri greci, limitandosi allo studio dell'area di alcune superfici 
del 2° ordine, il cilindro, il cono, la sfera, non diedero una definizione gene- 
rale di area. Archimede (*) enunciò il seguente postulato relativo alle superfici 
concave: «Se di due superfici concave rispetto ad uno stesso piano e termi- 
nate entrambe su di esso, l'una comprende l'altra la compresa ha area minore 
della comprendente » . Ne discende che l'area di una superficie curva concava 
è maggiore di quella di qualunque superficie poliedrica concava inscritta e 
minore di quella di qualunque superficie poliedrica concava circoscritta. Per 
le superfici accennate Archimede dimostrò la coincidenza del limite superiore 
delle aree delle inscritte col limite inferiore delle aree delle circoscritte, ed 
il limite comune assunse come area delle superfici. 

Si potrebbe, in generale, dimostrare che le aree delle superfici poliedriche 
concave inscritte e quelle delle superfici poliedriche concave circoscritte ad 
una superficie curva pure concava, all'impiccolire indefinito delle faccie, co- 
stituiscono due classi di numeri contìgue: allora il numero da esse definito 
si può assumere come area della superficie curva. 

Ma questo modo di definire l'area non vale più manifestamente per le 
superfici concavo-convesse, perchè per esse non si può ammettere il postulato 
enunciato da Archimede. 

8. Nei trattati di Calcolo che precedono l'ultima metà del secolo scorso, 
non si premette mai alle considerazioni che riflettono l'area di una superficie 
curva alcuna definizione. Ciò sarebbe necessario dal punto di vista logico; 
poiché infatti non si può -pensare a dar metodi per calcolare l'area di una 
superficie, se non si precìsa, in precedenza, che cosa s'intenda per l'area stessa. 

Non avendo premessa questa definizione, il dire, o peggio, il voler dimo- 
strare, come alcuni annalisti facevano, che una porzione infinitesima co di 
superficie ed una porzione o)' dì piano tangente in un punto di co, proiezione 
di (0 stessa secondo una direzione qualunque, differiscono per infinitesimi dì 
ordine superiore, è manifestamente inesatto, perchè non si possono fra loro 
confrontare superfìcie curve e piane, neanche nelle parti infinitesime. 

Co«*2W, (') chiamato elemento di una superfìcie z = f{x,y) il quadrilatero 
curvilineo staccato nella superficie stessa dal prisma che ha per base un 
rettangolo coi lati paralleli agli assi x e y e dì dimensioni dx, dy, dice che, 



(1) SCHEEFPEB, Acta Mathematica. V. 

(*) Archimbdb, Della sfera e del cttindro. Libro I. 

(3) C0L-8IK, Tratte de Calcai différentiel et de Calcul integrai, Paris. 1796, voi. I; § 353. 
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essendo il coseno dell'angolo che la normale alla superficie fa colPasse z mi- 
surato da 

è facile vedere che il rapporto dell'elemento di superficie al rettangolo dxdy è 



e perciò l'elemento atesso è ugviale a 



e l'area della superficie a 






//y' 



Lagrange (*) comincia col dire che rappresentando con F (a:, y) Tarea della 
superficie 2 = /* (x, y\ 

F(x--f A, y^k)^YKx^h, y)^F^x, y-^k)-^F(,r, y) 

misura l'area della porzione di superficie che intercetta il prisma retto avente 
per t>ase sul piano z=0 il rettangolo i cui vertici sono i punti 

{x, y\ {x + A, y\ {x, y -f A*), (x + A, y + k). (1) 

Un significato preciso di ciò che intende iMgrange ponendo l'area di una 
superficie curva uguale ad una funzione di a? e y, F (»r, y\ si ha mediante 
quest'osservazione. Data una superficie z = f[X,y), riferita ad un sistema di 
assi cartesiani ortogonali, essendo f funzione ad un valore, sia C la proie- 
zione della superficie sul piano 2 = 0. Ad ogni punto (x, y) di questa si può 
coordinare, in virtù di una qualunque convenzione, una delle quattro parti 
di C in cui due piani condotti pel punto parallelamente ai piani onz^ yz la 
dividono, e quindi una determinata parte di superficie, quella che ha per 
proiezione la parte detta di C. Allora, data una quahmqne definizione di area 
si può indicare con F (a?, y) l'area della parte di superficie coordinata al punto 
{X, y) ed in questo senso, può dirsi l'area della superficie funzione di x e y. 

Lagrange dice senz'altro di rappresentare con F(a?, y) la misura della 
superficie: credo tuttavia che il significato che a ciò si deve annettere non 
possa essere che quello ora riferito. 

E ora evidente che 

il(x,y,h,k) = F{x + h, y^k)-Y{x+h, 2/).-F(a:,y + A-) + F(x,y) 

misura l'area del quadrilatero curvilineo a> tagliato sulla superficie dal prisma 
retto avente per base il rettangolo i cui vertici sono i punti (1). 

Lo stesso prisma stacca sui quattro piani tangenti alla superficie nei 
punti che sono proiettati nei punti (1), quattro quadrilateri le cui aree sono 
ordinatamente 

hk 9 (x, y\ hk^ {x + h, y-, hk^ (a:-, y -f- k), hk^p (.x- + ?i, y + k) (2) 
avendo posto 



'(-»)=f'^©"+g)' 



(1) Laoranob, Thiorié dea fonetion* analytiquta. Paris, 1813, § 79 e 8gg. 
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Ora — dice Lagrange — come la lunghezza di un arco di curva tutto 
concavo o convesso rispetto alleasse x è compresa fra le lunghezze dei due 
segmenti di tangenti condotte per gli estremi dell'arco ed intercetti dalle 
ordinate agli estremi stessi, cosi Tarea Q (a?, y^ h, k) è compresa, per quanto 
piccoli si facciano h e A*, fra la massima e la minima delle aree dei quattro 
quadrilateri (2). 

Ora può scriversi 

hkv {X + h,y) = hk<f ix, y) + h*k (ll)^^^ 

y 
hidf (X, y + k) = hk<f (X, y) + hk* (|^)^ 

y+(Wc 

W., (X + k,y + k) = hk,f ix, y) + n^k (g)^^^^ + U-« (g)^^,^^ 



+ 

y y+Àk y 



fi,x, j/, ^, AO = ^A-(^-^)^+ 3-,{y^^^^^ 

y y+Àk y 

y+;.k y-fA"k y-hAk y+Ak 

con X, V, X", e, e', 6" compresi fra ed 1. 

E poiché la differenza fra due qualsiansi delle quattro quantità (2) è 
infinitesima del 3* ordine, considerati h e k come infinitesimi unità, la dif- 
ferenza fra Q(;r, y, hy k) ed una qualunque delle stesse ^2), dovrà essere ri- 
spetto Sia. h e k infinitesima pure del 3^ ordine; perciò dovrà essere nullo 
il termine, infinitesimo del 2° ordine, che in tutte e quattro le differenze 
compare 



hk 



(^>y)). 



\òxòy 
ossia dovrà essere 

da cui 

F {oc, y) =JJv (a?, y) dxdy, 

la doppia integrazione estesa a quella parte di Oche è coordinata al punto {x^y). 
Lacroix {}) procede in altro modo. Egli dice, conservando i simboli già 
introdotti, che potendosi scrivere 

a jx, y, k, k) = nk {1 (^^"+^' y+^;>-^(-+^' y^ - ^("- y+fc)-F(x. y)|| 

il rapporto fra l'area del pezzo di superficie staccato dal noto prisma e la 
sua proiezione sul piano z = di area hk, tende, al tendere a zero di A e A: 
d'F 
òxòy' 
Si consideri allora il quadrilatero &)' che lo stesso prisma stacca dal piano 
tangente nel vertice del quadrilatero curvilineo (o di coordinate x, yjf{x, y): 
la sua area è 



»f '-©■-(!)' 



0) Lacboix, Tratte élémentairt de Calcul différentiel et de Calcul integrai. Parìa, 1837. 
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Poiché ciascuna retta pel vertice di oi, che è punto di contatto e giacente 
sul piano ivi tangente alla superficie, è tangente ad una curva tracciata 
sulla superfìcie, e poiché il segmento di detta tangente compreso in o' ha 
coll'arco di curva, a cui é tangente, compreso in o), un rapporto che ali* im- 
piccolire indefinito di ^^ e ^ tende ad 1, ne consegue, dice Lacroix, che al- 
ci) 
trettanto può dirsi del rapporto —7 . 

Deriva allora 



'" -^''^(I^(l)• 



òxdy 
e quindi 

la doppia integrazione estesa come dianzi. 

L'asserzione di Lagrange che Tarea fi (a?, y, /i, k) sia compresa fra la mas- 
sima e la minima delle aree dei quadrilateri (2) é manifestamente inesatta: 
basterebbe, a provarlo, osservare che, se essa fosse giusta, il quadrilatero 
curvilineo della sfera x* -j- y' -|- z* = r* che si proietta ortogonalmente sul 
piano xy nel quadrilatero di vertici (A, h\ (A, — h), (— /?, h\ (—A, —h) avrebbe 
un'area uguale a quella del quadrilatero piano tangente in un vertice qua- 
lunque del quadrilatero curvilineo, e che viene proiettato sul quadrato stesso. 

Del pari, non è una dimostrazione l'osservazione che Lacroix fa per sta- 
bilire che il quadrilatero curvilineo o) e la sua proiezione o>' sul piano tan- 
gente in un vertice di quello, hanno un rapporto che tende ad 1. 

Ma se anche si ammette che l'elemento infinitesimo di superficie curva 
abbia colla sua proiezione sul piano tangente in un punto dell'elemento stesso 
un rapporto tendente ad 1, mentre resta giustificato che il rapporto fra 
l'elemento stesso e la sua proiezione sul piano z = sia 

tutte le volte che si tratti di una superficie z=^f{x, y) che ha un piano 
tangente determinato in tutti i punti (o generalmente \ non si giustifica per 

niente che il rapporto in parola debba essere ^ — ^- • 

Infatti, per venire a questa conclusione, è necessario ammettere la deri- 
vabilità della F(x*, y): ora. che la funzione F stessa, debba essere, qualunque 
sia la definizione che di area si voglia dare, una funzione continua, é naturale 
ammettere; che essa sia derivabile, come la considerano Lagrange e Lacroix 
non c'è ragione alcuna di presupporlo. 

Fallisce con ciò il tentativo di definire a posteriori la F (a*, y\ cioè l'area 
della superficie curva; ma non va dimenticato che al tempo di quei Mate- 
matici si credeva erroneamente che ogni funzione continua fosse derivabile. 

4* In qualche trattato di Calcolo posteriore si comincia a dare una de- 
finizione di area, definizione analoga a quella da noi richiamata in principio 
per la lunghezza di un arco di curva. 

Data una porzione di superficie curva, limitata da un contomo C, Serret (*) 
definisce come area di questa superficie il limite cui tende l'area di una su- 
perfice poliedrica inscritta, formata di faccie triangolari e limitata da un 



(t) SSRBET, Court tf« Calcul diffirtntiel €t integrai. 
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contomo poligonale che abbia per limite il contorno C, all' impiccolire inde- 
finito delle faccie. 

Serret ed i molti altri che ne accettarono la definizione, (^) basandosi 
sopra Terronea asserzione che il piano per tre punti della superfìcie tenda, 
all'avvicinarsi indefinito di 2 punti al terzo, ed in qualunque modo questi 
punti si avvicinino, al piano tangente alla superficie in quest'ultimo, credevano 
pot^r dimostrare che il limite della superficie poliedrica era indipendente 
dalla legge secondo cui la superfìcie poliedrica è formata e secondo cui ten- 
dono a zero le sue faccie. 

Senonchè Schwarz (*) e Peano (') dimostrarono con un esempio, che qui 
riprodurremo, come un tal limite dipenda invece dal modo con cui si fanno 
tendere a zero le faccie della superficie poliedrica. 

Si consideri un cilindro circolare riferito ad un sistema cartesiano orto- 
gonale di assi, in guisa che l'asse del cilindro coincida coll'asse z. Se r è il 
raggio del cilindro, le sue equazioni parametriche sono 

x = r cos u y = T sen u z = v 

ed u varierà da a 2r; v da ad h, considerando la porzione di cilindro 
compreso fra i piani z = e z=^h. 

Imaginiamo i 2n •{- 1 circoli sezioni del cilindro con altrettanti piani 

z = 5^ (* = 0, 1, . . . , 2n) e sopra i circoli il cui numero d'ordine è pari, cioè 
sopra quelli che corrispondono ai piani z = -^ (* = 0, 1, . . . , n) si segnino 

gli m punti che corrispondono ai valori di m = — (?' = 0, 1, . . . , m — 1) e 
sopra gli altri circoli si segnino gli m punti che corrispondono ai valori 

di w = ^?^:±^(r = 0, 1. 2,...,m-l). 

m ^ ' ' ' 

Ogni punto di ciascun circolo si congiunga colla coppia di punti posti sul 
circolo seguente e ad esso punto più prossimi e si uniscano ancora insieme 
questi due punti. 

Si viene in questo modo ad inscrivere nel cilindro una superficie polie- 
drica di 4mn faccie triangolari isosceli uguali, ognuna delle quali ha due 
vertici su uno stesso cerchio, ed ha l'area 



r sen — 1/ 4r* sen* r- \~ -r— ; . 

m f 2m 4n* 

Epperò l'area totale della superficie poliedrica sarà 



P (m, n) = 27nr sen — j/r'n* (2 sen ^ — j -{- h}. 

L' impiccolimento indefinito delle faccie si ottiene facendo crescere inde- 
finitamente w ed n; ora se il rapporto — si mantiene uguale ad un nu- 
mero Ar, cioè si ha n = m/c si ha manifestamente 

lim p (m, n) = 2j:r/i 

m=ao 

che è la nota area del cilindro. 



(1) Per dUme qualcuno: Dini e Duhamel. 

(■) ScHWABZ, Sur une définition erronee de l'aire d'une surf are courbe. Gesammelte Abhandlungen. 
Berlin, 1891. 

(*) Pbaho, Lezioni di Calcolo dell'anno 1882, litografate. Vedi ancora il Formuìaire dello stesso. 
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TI 

Se invece m ed n si fanno crescere in guisa che sia — -z=k, è 



lim p (m, n) = 2nr ^r^k^K* -f h\ 

ni=flo 

che può assumere qualunque valore al variare di k- 

Infine se in ed n crescono in guisa che — y- = k, con X>>2, si ha eviden- 
temente 

lim p (w, 7j) = oc . 

È facile poi vedere quale sia nei vari casi la posizione limite del piano 
della faccia generica, al suo impiccolire indefinito. 

Il coseno dell'angolo £ formato dalla normale ad una faccia colla normale 
al cilindro in un vertice della faccia stessa è 

h cos — 

. m 

cos g = 



Ora se n = km 

lim cos 5 = 1 onde lim g = ; 

m=<o 

se n = km} 

lim cos l = <: 1, 

onde 

lim g 4= ^ ^ dipendente da k ; 

e se infine n = km^ con X >• 2 

lim cos g = onde lim g = — . 

111 = 00 ^ 

Con ciò si vede che solo nel caso che l'impiccolimento delle faccie av- 
venga in modo che sia n = km il piano delle faccie stesse t«nde al piano tan- 
gente al cilindro; negli altri casi tende a posizioni diverse, anzi nell'ultimo 
caso alla posizione di un piano per la normale alla superficie. 

Queste osservazioni di Schicarz e di Peano determinarono due indirizzi 
diversi nel porre la definizione di area: o abbandonare, senz'altro, le super- 
fìcie poliedriche inscritte, oppure conservarle, aggiungendo qualche condizione 
restrittiva all'impiccolire delle faccie, in guisa da assicurare che il limite 
delle superficie poliedriche, se esiste, è indipendente, tranne che per le poste 
condizioni, dalla legge di formazione delle superficie poliedriche stesse. 

Il voler mantenere la considerazione delle superficie inscritte era suggerito 
dall'analogia colla definizione di lunghezza di un arco di curva, analogia che 
doveva, però, sacrificare uno dei caratteri più desiderabili in una definizione: 
la non introduzione di elementi estranei all'ente da definirsi, quali, in sostanza, 
vengono ad essere le restrizioni che si debbono porre. 

5* Prima di passare in rassegna le nuove definizioni date in seguito alle 
considerazioni di Peano e di Schwarz, facciamo ancora qualche osservazione 
sopra definizioni precedenti. 

Duham€l{^) dà una definizione analoga a quella del Serret, e crede di 



(1) DuHAMEL, Elementi de Calcul infiniUaimal. pAris. 1853, voi. I. 
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poter dimostrare che il limite dell'area di una qualunque superficie polie- 
drica inscritta è indipendente dalla legge di formazione delle fiaccie e della 
loro tendenza a zero, supponendo che le faccie tendano a divenire infinita- 
mente piccole in tutti i sensi. Egli poi dice che nella ricerca di questo limite 
si può sostituire alla superfìcie inscritta una superfìcie poliedrica circoscritta 
ottenuta nel modo seguente. Divisa la superfìcie in quadrilateri curvilinei o. 
mediante due serie di piani paralleli ad una direzione, secondo la quale ogni 
retta incontra la superfìcie in un sol punto, si mandi per un punto qualunque 
di w, il piano tangente e su di esso si consideri quella parte Yi intercetta 
dai 4 punti che deteterminano fa,: l'insieme dei quadrilateri piani y* è la su- 
perfìcie circoscritta (discontinua^ il limite della quale, all'impiccolire indefì- 
nito dei Yi» coincide — dice Ihihamel — con quello dell'area di una qualunque 
superficie poliedrica inscritta. 

E questa asserzione che è inesatta, giacché mentre si può provare che il 
limite dell'area della superfìcie circoscritta, se esiste, è indipendente dalla 
l^gge d^ decrescenza delle faccie, altrettanto, come già sappiamo, non può 
dirsi dell'area della superfìcie inscritta. È da notarsi però che, quantunque 
errata, quest'osservazione contiene l'essenza della defìnizione data più tardi 
da Hermité, 

Lo Stnrm{^) chiama area di una superfìcie curva il limite dell'area di 
ima superfìcie poliedrica composta di faccie piane che, impiccolendo tutte in- 
defìnitamente, tendano a divenire tangenti alla superfìcie considerata, suppo- 
nendo d'altra parte, che il contorno della superficie poliedrica tenda al con- 
torno della superfìcie curva. 

La defìnizione di Sturm — il ^uale forse aveva intravvisto che il piano 
per tre punti di una superfìcie non tende necessariamente al piano tangente, 
all'avvicinarsi indefìnito dei tre punti — non presenta manifestamente il di- 
fetto delle precedenti. Soddisfacendo la superficie poliedrica alla posta con- 
dizione^ il limite della sua area è indipendente da ogni legge di impiccoli- 
mento delle faccie che non contraddica alla stessa condizione. Tuttavia se non 
si danno esplicitamente dei criteri per riconoscere quando è che una super- 
ficie poliedrica inscritta è tale che le sue faccie, impiccolendo, tendono a di- 
venire tangenti, la definizione non si presta alla determinazione effettiva 
dell'area. 

6. Hamack, (') nella sua traduzione del Calcolo del Serret, impone la con- 
dizione che gli angoli di ciascuna faccia triangolare della superficie poliedrica 
non tendano né a zero né a n. Con ciò si ottiene che il piano di ciascuna 
faccia tende al piano tangente; ma Peano {^) osserva che questa definizione, 
cioè la solita di Serret coll'aggiunta della detta condizione, non risulta soddi- 
sfacente, in quantochè, se si suppone che una superficie sia tale che da cia- 
scuna retta parallela ad una direzione fissa venga incontrata in un sol punto, 
non risult-a come conseguenza che ogni superficie poliedrica inscritta non 
possa essere incontrata da una parallela a quella direzione in più d'un punto. 
Si osservi poi, che il calcolo dell'area di una superficie che da ciascuna pa- 
rallela all'asse z, é incontrata in un sol punto, si fonda sul fatto che le faccie 



>) Stubm. Caura d'AnalffMé de V École polythÉcnique. Paria. 1857, voi. I. 
(•) Harnack, Lehrbuch de*- Differential-und InUgralrechnuHg, Voi. II, 1885. 
(S) Peano, Sulla definizione dell'area di una superficie. * Rendiconti della R. Accademia dei 
Lincei - 1890 „, 
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triangolari della superficie poliedrica vengono proiettate, parallelamente al- 
l'asse z, in tanti triangoli che compongono, senza sovrapporsi, un poligono 
avente per limite la porzione di piano limitata dalla proiezione del contorno 
della superfìcie. 

È allora manifesto che essendo infirmata l'esattezza di questa asserzione, 
la definizione dianzi accennata non può essere accettabile. 

Una definizione che conserva essa pure la considerazione delle superficie 
poliedriche inscritte è quella proposta dal Maggia {}) definizione che, com'è in 
essa esplicitamente detto, non vale che per una classe determinata di superficie. 
Ricercando una condizione sufiiciente perchè collo svanire del raggio di un. 
cerchio capace di contenere le singole faccie di una superficie poliedrica in- 
scritta in una superficie curva, svanisca uniformemente l'angolo formato dalla 
perpendicolare al piano colla normale alla superficie in un punto qualunque 
del pezzo di superficie sottesa alla faccia, Maggi mostra che se la superficie 
è dotata in ogni punto di normale variabile' da punto a punto con continuità, è 
possibile iscrivere sempre una successione infinita di superfici poliedriche, 
corrispondenti a due successioni correlative di angoli e di cerchi, ambedue 
infinitamente decrescenti ; in tal modo che, purché le faccie di una superficie 
poliedrica capiscano in un cerchio l'angolo formato dalla perpendicolare al 
piano delle singole faccie colla normale alla superficie in un punto qualsivo- 
glia del seguente sotteso, riesca minore dell'angolo relativo. 

Da ciò risulta giustificata la seguente definizione : Area di una superfìcie 
curva dotata in ogni punto di normale, variabile da punto a punto con con- 
tinuità, è il limite dell'area di una superfìcie poliedrica inscritta, collo svanire 
del raggio di un cerchio capace di contenere le singole faccie, sotto la con- 
dizione che, insieme con questo raggio svanisca uniformemente l'angolo for- 
mato dalla perpendicolare al piano di ogni faccia colla normale alla super- 
ficie in un punto qualsivoglia del segmento sotteso. 

Maggi trova una condizione cui devono soddisfare le faccie, condizione 
che equivale ad imporre che esse siano infinitesime dello stesso ordine col 
quadrato del raggio del cerchio capace di contenerle, e quindi anche col loro 
lato maggiore. Ma perchè ciò sia, bisogna che i lati siano tutti infinitesimi 
dello stesso ordine e quindi che gli angoli non tendano né a né a n, che 
è la condizione imposta da Harnark. 

7. Ed ora veniamo alle definizioni che non partono dalla considerazione 
di superficie inscritte, cominciando da quella di Hermite. (*) 

Sia data una superficie z =f{x,y) e di essa se ne consideri una porzione V 
tale che ogni ordinata sia incontrata in un sol punto, ed abbia in ogni punto 
un piano tangente non perpendicolare al piano z = 0. Sia C la proiezione di V 
nel piano xy^ si divida C in parti arbitrarie (o„ e, prendendo le linee che le 
determinano per direttrici, si mandino delle superfici cilindriche colle genera- 
trici parallele all'asse z. La superficie verrà divisa in parti o,: si mandi poi 
per un punto arbitrario di ciascuna o, il piano tangente e se ne consideri la 
porzione x, che è limitata dalla superficie cilindrica che determina la Os 
stessa. * 

Si è in tal modo circoscritta alla porzione T di superficie considerata una 
superficie T discontinua composta di pezzi piani x«. 



(1) Maggi. Sull'area deìlé superfìcie curve. " Rendiconti della B. Accademia dei Lincei - 1896 «. 
(«) Hebmite, Coure profetile à la Faculté de Sciences. Paris, 1887. 
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Il limite, se esiste, dell'area di T ali* impiccolire indefinito delle parti co. 
(in guisa da tendere a zero la massima corda) è l'area del pezzo F di su* 
pertìcie. 

La definizione di He immite fu adottata da tutti i trattatisti contempo- 
ranei: {}) tuttavia Maggi e Peano osservano che in questa definizione entrando 
esplicitamente la direzione degli assi, si introduce un elemento estraneo alla 
superficie, ciò che sarebbe bene evitare. 

Ciò è perfettamente giusto, quantunque si possa tosto dimostrare come 
il limite delle aree analoghe a T sia lo stesso qualunque sia la direzione degli 
assi coordinati. Del resto, come già abbiamo osservato, di qualche elemento 
estraneo non può fare a meno neanche la definizione proposta dallo stesso 
Maggi. 

£ da osservare che i Matematici ricordati da principio consideravano, 
in sostanza, anch'essi l'area della superficie come il limite dell'area delle su- 
perficie circoscritte; cosicché, si può dire, la definizione di Hermite è una tra- 
duzione rigorosamente enunciata dei concetti di quelli. 

Jordan (*) non riproduce la definizione di Hermite, ma considerando sola- 
mente superficie a piano tangente variabile da punto a punto con continuità, 
postula una proprietà per gli elementi infinitesimi di superficie. Questo po- 
stulato equivale ad una definizione; anzi, si può dire, è un surrogato della 
definizione di Hermite per le superfìci da lui considerate. 

Si abbia infatti una superficie le cui equazioni parametriche siano 

x = ^i (w, ti), 2/ = qP2 (m, v\ z = <P3 (w, ?'), 

ove le «f 1 , <f 2 , 9» ammettano, in un campo E di valori per w, v, derivate par- 
ziali continue che simultaneamente non annullino i tre Jacobiani 

~~ òli dv du òv 

òu dv òu òv 

C — ^ ^ _^ ^ 
"~ du òv òu dv 

e di più siano tali da non assumere per coppie diverse di valori w, v uguali 
terne di valori per .7?, y, z. 

Se X, y, z è un punto della superficie corrispondente alla coppia di va- 
lori M, v dei parametri, X, Y, Z un altro punto corrispondente a w -f du, 
V -f- dv, e se ad ogni punto X, Y, Z si associa il punto 

« = ^ + -517'^"+ dT'^" 

Yj = w -U - — du = -,: — dv 

* ^ ^ òli dv 

si vede facilmente che mentre w, v prendono tutti i valori contenuti in un 



(») Per citarne qualcuno: Picard, Pascal, D'Arcais, Cesare, Vivant!, ecc. 
(•) JoBDAir, 1. e, voi. I, pag. 146 e segg. 
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quadrato infinitesimo Qk , il punto X, Y, Z descrive sulla superficie un qua- 
drilatero Sk ed il punto f, ri, Z un quadrilatero piano Tk di misura 

QkVAk' + Bk'+Ck», 

essendo Ak , Bk ^ Ck i valori di A, B, C in un vertice di Qk . 

Perchè Qk è infinitesimo e per la continuità delle 7, ogni punto X, Y, Z 
resta infinitamente vicino a g, vj, (^ di guisa che infinitamente vicini saranno 
l'elemento di superficie Sk ed il quadrilatero piano Tk : si è pertanto condotti 
ad ammettere che l'area Sk sia diversa da Tk per infinitesimi di ordine su- 
periore. 

Allora alla somma delle Sk si può sostituire il limite della somma dei Tk 
per tutti i Qk in cui si divide il campo £; e questo limite sarà Tarea della por- 
zione di superficie che si ottiene facendo percorrere ad u, v tutto il campo E. 

Nelle ipotesi poste da Jordan il limite della somma dei Tk esiste certa- 
mente e poiché r insieme dei Tk forma la superficie discontinua T considerata 
da Ilermite, si vede chiaramente che la definizione di area data da Jordan 
non è che quella di Hermite applicata alle superficie a piano tangente varia- 
bile da punto a punto con continuità. 

8* Una definizione che fa a meno di ogni elemento estraneo alla super- 
ficie è quella proposta da Peano. (*) 

Se è data una superficie, si scomponga in parti e dopo averle trasportate 
comunque nello spazio, si proiettino queste ortogonalmente su d'uno stesso 
piano. La somma delle aree di queste proiezioni sarà un'area piana, la quale 
varia col variare del modo di divisione della superficie in parti o col variare 
del modo con cui si dispongono queste parti. Il limite superiore dei valori 
di quest'area piana si dice area della supei-ficie data. 

A questa definizione Peano ha dato, nella memoria già citata, un'altra 
forma, mediante l'introduzione dei bivettori. 

Chiamata bivettore una linea piana chiusa, quando si consideri oltre al- 
l'area da essa limitata (grandezza del bivettore) anche la giacitura del piano 
a cui essa appartiene, si può dimostrare che, data una linea chiusa non piana l^ 
si può sempre determinare un bivettore T, in guisa che proiettando su un 
piano arbitrario Z e T secondo una direzione arbitraria, le aree limitate dalle 
loro proiezioni risultino sempre uguali. 

Si può allora chiamare bivettore ogni linea chiusa piana o no : per gran- 
dezza e giacitura di un bivettore non piano Z, si intende la grandezza e gia- 
citura del bivettore piano equipollente V. 

Divisa una superficie in parti, si diranno bivettori delle parti stesse i 
bivettori formati dai loro contorni: allora la definizione data dianzi si può 
enunciare: « Area di una porzione di superficie è il limite superiore della 
somma delle grandezze dei bivettori delle sue parti». 

9. Le definizioni date fin qui per l'area di una superficie hanno tutte un 
carattere comune che è ben facile rilevare. 

La determinazione dell'area di una qualunque figura piana rettilinea è 
possibile mercè la teoria dell'equivalenza dei poligoni, che trae origine dal 
concetto semplice di congruenza: la teoria dell'equivalenza associata al con- 
cetto di limite rende possibile la misura dell'area di una qualunque figura 
piana, potendosi considerare come il limite dell'area di figure poligonali. 



{}) Peano, Applicazioni geomttriche del Calcolo infiniteitimaU, 1887. 
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Venendo a considerare superficie non piane, non si può pensare ad una 
teoria dell'equivalenza analoga a quella per le figure piane, perchè non esi- 
stono, in generale, sulle superficie curve parti congruenti. 

Ed ecco tutte le definizioni che abbiamo riportate ispirate al concetto di 
considerare l'area di una superficie curva come il limite delle aree di super- 
ficie piane. 

Ma recentemente è stata data dal Minkou:ski{^) una definizione che astrae 
completamente dai concetti precedenti, sibbene (dipende dal concetto più sem- 
plice di volume. 

Sia F una superficie; in ciascun punto di essa come centro si pensi co- 
struita una sfera di raggio r. Tutti i punti dello spazio interni alle sfere o 
sulle loro superficie costituiscono il luogo dei punti che hanno dalla F una 
distanza minore od uguale ad r. Sia V(r) il volume di questo campo; il limite, 

V(r) 
se esiste, di -^ al tendere a zero di r, è l'area della superficie F. 

Si può notare che l'idea ispiratrice della definizione di Minkowski si trova 
già in una nota pubblicata da Borchardt nel 1854. (') In essa proponendosi di 
calcolare l'area di una superficie chiusa F mediante un integrale triplo esteso 
a tutti gli elementi del volume racchiuso dalla superficie F, osserva che l'area 
di una superficie può essere considerata come il limite verso cui tende il 
rapporto di cui il numeratore è il volume compreso fra la superficie ed una 
superficie parallela, ed il denominatore la distanza delle due superfici. 

Molto opportunamente Minkotvski evita la considerazione di superficie pa- 
rallele per non dover ammettere per le superfici di cui si vuol definire l'area, 
l'esistenza della normale determinata in tutti i suoi punti. 

Questa definizione, che asseconda il concetto intuitivo che si ha di super- 
ficie come lamina di spessore evanescente, appare perfettamente rigorosa: ma 
se in una definizione di area si deve tener anche conto della possibilità del- 
l'effettiva sua valutazione seguendo, naturalmente, i concetti enunciati nella 
definizione stessa, questa di Minkowski appare quella che a ciò meno si 
presta. (*) 

Filippo Sibirani 

{Bologna). 



(1) Minkowski, U«h€r dU Btgriffe Lànge, OberflOche und Volumen. Jahresbericht der Deatachen 
Mfltematiker Vereinigung. 

(«) BoBCHAEDT, Werìce, pag. 67. 

(S) Hinkowskì dà una definizione analoga per le lunghezze di una lineo. Sia G una curva piana 

storta e in ogni punto di essa come centro si costruisca una sfera di raggio »*. L'insieme dei 

punti intemi alle sfere o sulle loro superficie costituisce il luogo dei punti che hanno dalla linea 

una distanza minore od uguale ad t*. Sia V(r) il volume di questo campo; il limite se esiste, di 

V(r) 

— - al tendere a zero di >-, è la lunghezza della linea G. 
3tr* 
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GOR.B.ISPONDENZ-A. 



8. Stefano Mugra, agosto 1905 
Caro Lazzerij 

Nella terza edizione deirAlgebra elementare, che Ella ha certamente ricevuta, 
mi è sfuggita un'inesattezza in un punto abbastanza importante. 

Vi ha richiamato sopra ]a mia attenzione, il mio amico prof. Grandi. 

!• A pag. 287 è detto che se la successione 

ei , €8 , «8 , . . . (1) 

è costantemente decrescente, le successioui 



(2) 



«1 I rtt f flj , . . . ì 

hi t ÌH t ftj , . . . / 

dei valori approssimati per difetto i primi, per eccesso i secondi a meno rispet- 
tivamente di 

Si , «2 , . . . 

resultano crescente l'una, decrencente Taltra. 

In forma cosi generale, ciò non è esatto; per es. a\ che è approssimato a 
meno di ti può bene esserlo anche a meno di «s , e allora potrebbe a% non essere 
maggiore di ai . 

Ma è facile vedere che in seno alle successioni 

"" " } (2) 

esistono sempre due successioni rispettivamente crescente l'una, decrescente l'altra. 

Si fissi per es. nella prima delle (2) un termine qualsiasi ^r: vi può essere 
solo un numero finito di termini, i quali siano minori o uguali ad Or, giacché se 
ve ne fossero infiniti ^r^ , «rr^ , . . . questi, per dato, sarebbero approssimati ad a 
per meno di Si , tz , . . . rispettivamente, e così Or lo sarebbe pure a meno di cia- 
scuno di questi tnt ^r^ , . . . i quali convergono a zero: ma a, è un numero pre- 
fissato; dovrebbe dunque essere «r = a, il che non è se a è irrazionale. 

Ciò premesso, fra i termini successivi ad ai nella prima delle (2), si trova 
sicuramente un termine ap>>^i: tra quelli successivi ad ^p similmente si trova, 
dopo un numero finito di termini, uno aq }> ap e così indefinitamente; con che 
rimane provata la esistenza di una successione 

Ol 1 ffp , ffq , . . . 

che si può estrarre dalla 

«i , 02 t Oi f . f 

e che è costantemente crescente. 
Analogamente dalla 

bi f bi f &3 , . . . 

si può estrarre una successione 

bi , b,, bt, .,. 
costantemente decrescente. 
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Qaeste due 

«1 » ffp » flq , . . . 
bi , hi , bs , . ., 

seno le successioni convergenti ad a, secondo le condizioni dette a pag. 288. 
2« Se in posto dei numeri 

6l , 82 , . . . 
si prendono ad esempio i numeri 

8, ie, it,... 

allora le successioni approssimate 

«1 , «2 , . . . 
bl , Ò2 , . . . 
formate secondo il modo detto al n. 108, divengano le altre 

a + (n-l)«. a + (/;-l)ie, « + (g - 1) i 8 , .. . ì 
a-f ne, a-fl>i«, a + jis,... / 

e queste sono, la prima costantemente crescente o almeno non decrescente, in 
quanto che possono esservi successivi termini eguali: la seconda costantemente 
decrescente, o almeno non crescente. 

Se a è irrazionale, i termini«che possono resultare eguali tra loro, sono sempre 
solo in numero finito: se invece a è razionale, nelle successioni costruite nel modo 
ora detto, potranno presentarsi infiniti termini eguali fra loro e così eguali ad a 
medesimo. 

Se alle successioni soddisfacenti a queste condizioni si estende pure la deno- 
minazione di successioni convergenti, e nella teorìa delle operazioni sui numeri 
irrazionali si fa uso di siffatte coppie di successioni, allora basterà sostituire 
(vedi pag. 292 e seguenti) le parole non minore alla parola maggiore e le parole 
non maggiore alla parola minore, nelle osservazioni relative al caso che a e a' 
siano razionali. 

In un mio opuscolo sui limiti e sui numeri irrazionali, pubblicato nel 1877, 
è indicato un modo semplice di costruire successioni convergenti alla radice qua- 
drata, cubica, ecc., di un numero che non è quadrato, cubo, ecc., rispettivamente 
di un numero razionale. 

Se Ella crede di inserire nel prossimo numero del ' Periodico , Tosservazione 
qui esposta, mi farà cosa gradita. 

ÀRZKLÀ. 



QUISTIONI PROPOSTE 



699. Sia M un punto variabile sopra un' ellisse di fuochi F ed F'. 
Il circolo di centro M e tangente all'asse maggiore incontra le 
rette MF e MF' in quattro punti. 

Trovare l'area della curva luogo di questi quattro punti. 

700. Da un punto P del piano di una paranoia si conducano le 
tre normali, di cui i piedi siano À, B, C. Le tangenti in À, B, C 
s'incontrino nei punti Ai, Bi, Ci. 
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Dimostrare che: 

l^ La retta congiungente P coH'ortocentro del triangolo Ai Bi Ci 
è parallela alla congiungente l'ortocentro del triangolo A B C col 
circuncentro del triangolo Ai Bi Ci. 

2^ I tre punti Ai,Bi,Ci sono situati sopra un'iperbole equilatera 
avente per assintoti l'asse e la tangente nel vertice della parabola 
data. Questa iperbole non cambia, se P si sposta sopra una retta 
parallela all'asse della parabola. 

701. Sia M un punto variabile sopra un'ellisse della quale F, F' 
sono i fuochi, A, A' gli estremi dell'asse maggiore. Dimostrare che le 
bisettrici degli angoli MFF', MF'A' incontrano MA sulle due diret- 
trici rispettivamente. 

702. Se M è un punto d'un'ellisse, della quale F, F' sono i fuochi, 
M' è il simmetrico di M rispetto all'asse minore, Fi F'i sono i secondi 
punti d'incontro dell'ellisse colle rette MF, MF, dimostrare che la 
retta FiFi e la tangente di M' s'incontrano sull'asse maggiore. 

E.-N. Barisien. 

703. Sopra una retta r sono dati due punti fissi Ai, A« ed un 
punto mobile M. Costruiti i circoli Ci, Cj di diametri AiM, MAf aventi 
per centri i punti Ci, C9, si domanda: 

V il luogo dei punti d'incontro delle tangenti condotti da Ai a Ca 
con le tangenti ccndotte da A% a cr, 

2^ il luogo dei punti d'incontro delle tangenti condotte da Ci a Ct 
colle tangenti condotte da C9 a <?i; 

8® il luogo dei punti d'incontro delle tangenti condotte da Ai al 
circolo di centro Aa e raggio A2M colle tangenti condotte da A3 al 
circolo di centro Ai e raggio AiM. 

Si faccia uno studio di queste curve. Fumagalli. 
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Lindel5f. — Le Calcul des résidus et ses appUcations a la théorie des 
ftmctions. (CoUection de monografies sur la théorie des functions 

f^ubliée BUS la direction de M. Emile Borei). Paris, Gauthier- Vii- 
ars, 1905, VII — 144 pages, 

Questo volume del sig. Lindeldf professore ali* Università di Helsiiigfors è il nono 
della collsEÌone di monografie sulla teoria delle funzioni, felicemente iniziata dal 
BorH nel 1905 e continuata dal Borei stesso, dal Lebesgue, dal Bafre e da altri. 

E noto che se x== a è un punto singolare di una funzione variabile complessa 
olomorfa in un campo connesso C, Cauchy, al quale si devono i primi e classici 
studi sulla funzione di variabili complesse, chiamò residuo della funzione f(x) rela- 
tivo al punto singolare x = a Tespressione 



o^ f n^) dz 



2 ni ^ L 
essendo L un contorno chiuso semplice interno a C e inviluppante il punto a. 



i}) Ripetinmo questa quistione pabblicata col nomerò 662 nel fase. IV, anno XIX, della quale 
non ci sono pervenute risoluzioni soddisfacenti. 
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* I progressi Tcosì scrive TA. nella prefazione) realizzati da alcuni anni nella 

* teoria delie funzioni analitiche hanno fatto risaltare quanto siano senìpre fecondi 
' ed efficaci i metodi ingegnosi creati da Cauchy, fra i quali conviene citare in 

* primo luogo il calcolo dei residui. Non è dunque senza interesse di tornare ora 

* su questo calcolo classico e di studiare sisteniaticnniente la parte che ha nella 

* teoria delle funzioni propriam'ente dette. È ciò che abbiamo tentato di fare in 

* questo piccolo libro, allo scopo di facilitare in una certa misura l'accesso alle 

* parti moderne dell'anaìisi ,. 

Il libro si compone di cinque capitoli cioè: 

I. — Principi e teoremi fondamentali. 

II. — Applicazioni diverse del calcolo dei residui. — Funzioni simmetriche delle 
radici d'un* equazione — Sviluppo di funzioni implicite — Alcune applicazioni 
alle funzioni roeroniorfe — Calcolo di alcuni integrali definiti. 

III. — Forinole sommatorie tratte dal calcolo dei residui. 

IV. — Le funzioni F(a:), ^(x), Zis, tv). 

y. — Applicazione al prolungamento analitico e allo studio aifsintotico delle fun- 
zioni definite da uno sviluppo di Taylor. 

Castelnuovo. — Lezioni di geometria analitica e proiettiva. Volume II, 
Roma, Società editrice Dante Alighieri, 1905. 

Nel fascicolo III, Anno XIX di questo Periodico è stato reso conto del I vo- 
lume del corso di geometria analitica e proiettiva del prof. Castelnuovo^ corso che 
viene ora condotto a compimento con questo II volume, testé pubblicato. 

11 P volume era diviso in tre parti rispettivamente destinate allo studio delle 
forme di prima specie, delle forme di seconda specie, e delle coniche. Il 2° volume 
è diviso in due parti delle quali ecco il sommario: 

Paktk IV. — Geometria analitica dello spazio. 

I. Relazioni di posizione tra punti, rette, piani — IL Distanze, angoli, aree, vo- 
lumi — III. Trasformazione delle coordinate. Coordinate omogenee di punti e 
piani. Coordinate proiettive — IV. Rappresentazione analitica delle superficie e 
delle linee nello spazio — Proietti vita fra due spazi. 

Partk V. — Superficie di second* ordine. 

I. Polarità definita dalla superficie — IL Rette di una quadrica. Generazione 
delle quadriche. Fasci e schiere di quadriche — IH. Proprietà diametrali — IV. Equa- 
zioni ridotte delle quadriche — V. Sezioni circolari. Quadriche composte. 

È superfluo il dire che in questo secondo volume è mantenuto il metodo adot- 
tato nel primo, cioè le considerazioni algebriche e geometriche sono armonicamente 
fuse fra loro ed adoperate a vicenda ora Tnne ora l'altre, secondo che queste o 
quelle meglio si prestano allo studio delle singole quistioni. In abbondanti eser- 
cizi messi alla fine dei vari capitoli, sono molte teorie accessorie notevoli. 

Insomma il 2*^ volume ha gli stessi pregi del ]^, e tutti e due costituiscono . 
un'opera degna della fama dell'illustre autore. 

Thomson. — Elettricità e materia. Traduzione con aggiunte di G. Faè. 
Manuali Hoepli, 1905. 

Quest'aureo libretto raccoglie un corso di lezioni che J. J. Thomson^ uno dei 
maggiori scienziati inglesi fece nel maggio 1903 alla Yale University nella città 
di New Haven per conto della fondazione Silliman. 

Questa fondazione costituita da un capitale di ottantamila dollari, donato al- 
l'Yale College dai figli della sig.'* Hepsa Ely Silliman, ha per iscopo di stabilire 
un corso annuale di lezioni in memoria della predetta signora, ** destinate ad 

* illustrare la presenza, sapienza e bontà di Dio, quali si manifestano nel mondo 
' morale ,. Ogni corso annuale deve raccogliersi in volume, da formare parte 
d'una serie in memoria della sig.'* Silliman. 
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" Com'erH creiìeiiza del testatore, ogni espuBizioiie ordiimia dei fatti della 

* natura o delia storia avrebbe contribuito allo scopo di questa fondazione con 

* più efficacia di qualsiasi tentativo di esaltare i precetti della religione e della 

* fede; e stabilì, per conseguenza, che dovessero venir escluse dal fine della fon- 
" dazione stessa lezioni di teologia dogmatica o critica, e che gli argomenti 

* dovessero scegliersi, piuttosto, nel campo delle scienze naturali e della storia, 
" dando, in particolare, la preferenza alTastronomia, alla chimica, alla geologia ed 

* all'anatomia «. 

In base a questi concetti che danno alla fondazione Silliman un carattere 
eminentemente utile e pratico, è stato molto opportunamente scelto come corso 
inaugurale questo dell' illustre Thomson. In esso è trattata particolarmente l'in- 
fluenza dei recenti progressi della scienza elettrica sulle teorie riguardanti la 
costituzione della materia e della natura dell'elettricità: due questioni connesse 
probabilmente in modo tanto intimo che la soluzione dell'una aiuterà quella del- 
l'altra. Un aspetto caratteristico — come dice il Thomson — delle recenti indagini 
elettriche, quali lo studio e la scoperta dei raggi catodici, dei raggi di Rdntgen 
e delle sostanze radioattive, è la condizione affatto speciale in cui esse hanno 
posto il legame fra materia ed elettricità. Un esame dell'influenza del recente 
lavorio sull'anzidetta correlazione parve all'Autore dovesse riuscire opportuno, 
specialmente perchè il discutere in proposito suggerisce una moltitudine di pro- 
blemi — splendido argomento per ulteriori investigazioni. 

11 libro è in sei capitoli. Il primo è dedicato allo studio del campo elettrico, 
con particolare riguardo alle linee di forza del sommo Faraday. Nel secondo si 
tratta della massa elettrica e si introduce il nuovo concetto di massa d'etere 
coinvolta. Nel terzo degli effetti dovuti all'accelerazione dei tubi di Faraday, con 
speciale riguardo ai raggi di Rontgen e alle onde luminose. 11 quarto riguarda 
l'importantissima teoria della struttura atomica dell'elettricità, corroborata da 
numerose indagini odierne. Il quinto ha per titolo la costituzione dell'atomo: e 
si discute l'origine e l'evoluzione degli elementi chimici. 11 sesto, in fine, è un 
succoso riassunto dei fenomeni di radioattività, con acuto esame critico della 
teoria dei medesimi, in raffronto con quella corpuscolare della materia e dell'elet- 
tricità, concepita dall'Autore. 

Ogni argomento è esposto in forma piana, spoglia del tecnicismo proprio delle 
Memorie accademiche, in guisa che può essere compreso da quaUiasi persona di 
media cultura. £ il dott. Faè, in vista dell'importanza dell'argomento e del modo 
con cui è trattato, reputò utile — come osserva nelìa sua prefazione — divulgare 
cotesto libro, porgendolo anche in veste italiana. Il Faè non si è limitato alla 
semplice traduzione: seguendo con cura i progressi della scienza, ha corredato il 
libro di varie aggiunte, particolarmente intorno ai fenomeni di radioattività, i 
quali sono in via di rapida evoluzione. Egli ha registrato le recenti pubblicazioni 
apparse in argomento perfino durante la stampa e ~ con giusta misura — ha 
notato importanti lavori compiutisi anche in Italia, ponendo in appendice quanto 
non potè trovar luogo nel testo. Vi si troverà, ad esempio, una notevole comu- 
nicazione del Nasini sopra indagini ancora inedite, che l'illustre Chimico ha iu 
corso, riguardanti la radioattività delle sorgenti e dei minerali italiani. Dal Tra- 
duttore furono pure aggiunti un sommario dei capitoli ed un indice alfabetico. 

Riassumendo: è un libro di piccola mole, ma grande per densità di pensiero; 
e può affermarsi con sicurezza che il prof. Faè ha fatto molto bene a tradurla e 
l'Hoepli ha fatto bene a pubblicarlo con la solita cura ed eleganza. 

K. 
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L. 9 per l'estero le altre. 




Fondamenti per la geometria delVu-edro 
in uno spazio lineare con n — 1 dimensioni 



§ 1. — Teoremi fondauientall. 

Dati in uno spazio lineare Sn-i n pu ntiAi, A2, As,.- Ab indipendenti, 
tali cioè che A' qualunque di essi (2<^/:^n) non appartengono a un Sk-s, 
diremo n-edro la figura costituita da essi, dai segmenti Ai Ak in nu- 
mero di in), dai triangoli Ai Ak Ah in numero di (o ), ecc. che si 

diranno gli elementi deWn-edro, All'elemento individuato da A: + 1 fra. 
i punti dati daremo il nome di faccia a k dimensioni quando k sia 
compreso fra 2 e n — 2 (i limiti inclusi) e quello di /acda, senza ag- 
giungere altro, all'elemento costituito da n — 1 punti : diremo spigolo 
l'elemento costituito da due soli punti. Due elementi individuati uno 
da i + l vertici, l'altro dai rimanenti n — A— 1 li diremo opposti: 
indicheremo costantemente con ah la misura della faccia opposta al 
vertice Ah. Due facce ah e cik hanno in comune una faccia a n — 3 
dimensioni che indicheremo con la notazione abk mediante i ver- 
tici da cui essa è individuata, come meglio ci tornerà opportuno. 
Gli Sn-a di esse facce hanno in comune un Sn_8 che diremo costola 
del diedro da esse compreso : indicheremo con (^hak) la misura del- 
l'angolo rettilineo che si ottiene tagliando il detto diedro con un S2 
normale all'Sn-» costola. 

A fondamento delle nostre ricerche porremo il 

Teorema L — Una faccia di un n^edro è uguale alla somma dei 
prodotti delle altre n — 1 per i coseni degli angoli che esse formano con 
la prima. 

Avremo così: 

a^ = fla cos (aaflti) + «a cos (cTaai) + . . . + an cos (an«i) 
«a = «8 cos (flTsflfa) + «4 cos {a^a^) + . . . -j- ai cos (aiaa) 

an = fll COB (aiOn) + Oa COS {a^Gn) + • • • + «n-1 COS (an-ian). 

Moltiplichiamo queste n relazioni ordinatamente per aiSi, aaSa, auCn, 
dove con e» in generale indichiamo l'unità positiva negativa, e som- 
miamole membro a membro. Allora se n è pari otterremo -^ gruppi 
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diversi di formule, corrispondentemente all'ipotesi che delle e una 
sola, o due,... o ^ siano positive; se n è dispari di questi gruppi 

.. n— 1 

ne otterremo invece — 5 — 

Se p fra le e sono positive, sarà : 

S ajc' — 2 2 flriffhCos((iiah) = S «r' — 2 S aiffnicos (aia»), (i 4= A. ^ 4= wO (T) 

1 1 p+i p+i 

il tipo di ogni formula del gruppo corrispondente, il quale consterà 
di ( I di tali relazioni. 

In particolare poi, per p eguale ad uno avremo : 

fli* = or»* + fl^s* + «4* + • • • + ^n' — 2flr9a8COs(a9aa) ... — 2an-i(TnC0s(an-ian) 

cioè il 

Teorema IL — // quadrato di una faccia di un n^edro è uguale 
alla somma dei quadrati delle rimanenti diminuita del doppio dei prò- 
dotti di esse due a due per i coseni degli angoli compresi. 

Questo resultato è l'estensione del teorema di Carnot. Ne segue il 

Corollario. — Se un angoloide di n-edro è (n — 1) — rettangolo, 
il quadrato della faccia ad esso opposta è uguale alla somma dei qua- 
drati delle altre facce. 

Questo resultato costituisce l'estensione del teorema di Pitagora. 



§2.-1 punti notevoli. 

In questo paragrafo mostreremo l'esistenza dei punti notevoli nel- 
Yn-edro, faremo vedere cioè die diviso ciascuno spigolo secondo la 
legge rappresentata per lo spigolo AiAh dalla relazione: 

AiPib:PihAh = flrh^:a,P (a) 

gli Sn-a che proiettano i punti Più così ottenuti dagli Sn-3 opposti 
passano per un medesimo punto. Esporremo per disteso la dimostra- 
zione per il pentaedro di S4 e da essa ci verrà additata la via da 
seguirsi nel caso generale. 

Siano adunque Ai Aa Aa Ai As i vertici del pentaedro e suppo- 
niamo soddisfatte le condizioni (a) che in questo caso sono in nu- 
mero di dieci. Da queste segue che in una qualsivoglia a^ delle facce 
del pentaedro gli Sa che proiettano dagli spigoli i punti determinati 
dalle (a) sugli spigoli opposti concorrono in un punto P{. Se noi riu- 
sciremo a dimostrare che le congiungenti Ai Pi, che sono in numero 
di cinque, passano per un medesimo punto, sarà dimostrata anche la 
nostra tesi. 



A,A,P« 


AiA,P« 


AiA,P« 


AiA,P« 


A,A,P„ 


A,A,Pu 


AxA,P» 


A.A^P» 


A,A«P« 


A,A«P.* 


A,A,P« 


A,A,P„ 


A.A.P^ 


AiAjPw 


A,A.P„ 


AìA.Pm 


A.A.PiB 


AiAiP,, 


AsAiPw 


AsÀArsG 


A^AjP,, 


AjAgPi» 


A»A»Pm 


AsA.Pu 


A8A5Pg4 


A»A,P„ 


AsAsPi. 


A^AsP» 


A*A,Pi, 


AiAftPts 
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A qaesto scopo formiamo il quadro : 

P« P* P. Pii Pi 



(A) 



Dn esso risulta che tre qualunque delle AiPi giacciono in un Ss. 
In particolare le terne: 

A5P5, A4P4, AaP,; A5P5, A4P4, A2P3 

giacciono, l'una nelI'Sa individuato da As, Ai, As, Pia e l'altra nel- 
rSs individuato da As, Ai, As, Pis. Ora si vede subito che queste 
due Sa non possono coincidere, che altrimenti i vertici del pentaedro 
giacerebbero tutti in un Ss: avranno dunque un S« in comune, del 
quale faranno parte AsPs e AìPì- Così resta provato che due qua- 
lunque delle AiPi si incontrano, e poiché tutte non possono giacere 
nel medesimo Ss, passeranno per un medesimo punto, che sarà co- 
mune anche agli Ss sopra notati. 

Dietro l'esempio precedente ci riman facile dimostrare il teorema 
nel caso generale. 

Supponiamo che, soddisfatte le condizioni (a), il teorema valga per 
Y{n — l)-edro di Sn-a e facciamo vedere che vale anche per l'n-^dro 
di Sn-^i . Osserviamo per ciò che in virtù dell'ipotesi noi potremo for- 
mare un quadro analogo al precedente : 

Pn Pn-1 . . . Pi 

A1A2 . . . An— 4 An_8 Pn— 8 . n— l AiAa . . . Ab— 8 Pu-a . n AnAn— 1 • . . Ps . a 
AiAa . . . An-4 An-a Pu-8 . n-1 AiAa . . . An_4 Pn-8 . n-a AnAn-a ... Pi . « (B) 

An-lAn— a . . . Aa Pia AnAn-a . . . Pia AaAa . . . Pn-l . n 

dove gli Sn-a che figurano in ciascuna delle n colonne sono in numero 
di j-^ — — . Esso ci tìfiostra che le congiungenti AiPi , in numero 

di w, giacciono n — 2 a n — 2 in un Sn-a. Presi allora a considerare 
n— 2 gruppi, di cui ciascuno contenga n — 2 fra le AiPi e i corrispon- 
denti Sn-a, sarà facile vedere che due qualunque delle AiPi giacciono 
in un Sa e concludere come per rS4. Il nostro asserto, valendo già 
il teorema per rS4, rimane così provato. 

Al punto comune alle AìPì e quindi anche agli Sn-a che dagli Sn-s 
proiettano i punti determinati delle (a) sugli spigoli opposti, daremo il 
nome di punto notevole di ordine p e le indicheremo con Kp. Sarebbe 
facile riconoscere che le distanze di Kp dagli Sn-a delle facce sono 
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proporzionali alle potenze (p — IVesime delle facce medesime: ciò che 
giustifica le denominazioni di baricentro, centro della ipersfera iscritta, 
punto di Lemoine attribuite ai punti Ko , Ki , Es . 

Alla sezione prodotta neìVn-edro da un Sn-s determinato da n — 2 
vertici e da Kp , sezione che altro non sarà se non un (n — ì)-edro 
deirSn-9 segante, daremo il nome di sezione ceviana di ordine p. 



§ 3. ~ Principio generale. 

Il metodo di cui abbiamo fatto uso sopra mette in luce un prin- 
cipio che ci sarà molto utile in seguito e che vogliamo perciò esporre 
e dilucidare con qualche esempio nel presente paragrafo. 
Abbiamo dimostrato riguardo al tetraedro il seguente: 
Principio. — Delti Ai Ah Ak Ai i vertici di up> tetraedro, se si di^ 
vide lo spigolo AiÀh, e così gli altri cinque, con un punto Pi], secondo 
la legge rappresentata dalla relaziofie: 

AiP,h:PihAh = ?:cp, (3) 

dove 9 e ^ sono note funzioni degli indici i, h, k, 1 o di parte di essi, 
le due condiziotii: 

a) che in ogni faccia risulti verificato il teorema di Ceva, 

b) che scambiando fra loro nella 0) gli indici i « h e contempora- 
neamente k con 1, la relazione non muti sostanzialmente, 

sono necessarie e sufficienti perchè il piano che proietta Pm dallo spi-- 
gola opposto, e i cinque analoghi, passino per un medesimo punto. 

Senza stare a riportare qui la dimostrazione di questo principio 
ci limitiamo a osservare che la seconda condizione altro non esprime 
se non che i punti determinati dalle (^) sugli spigoli sono determi- 
nati in modo unico : dopo questo resterà facile riconoscere che le due 
condizioni sono necessarie e sufficienti perchè i sei piani suaccennati 
passino pel medesimo punto. 

Vediamo piuttosto come dev'essere modificato questo principio per 
Yn-edro di Sn-i . Rammentiamo perciò che per poter dimostrare l'esi- 
stenza del punto Ep ci è bastato, nel precedente paragrafo, di poter 
arrivare a formare il quadro (A) per il pentaedro di Si e il quadro (B) 
per Vn^edro di Sn-i. Ora, per il pentaedro, in virtù del suesposto 
principio esisteranno i punti Pi, Ps, . . . P5 e si potrà quindi scrivere il 
quadro (A) allora e soltanto quando la legge (3) sia tale che ne re- 
stino soddisfatte le due relative condizioni. In conseguenza, detti Ai, 
Ah, Ak, Al, Ar, i vertici del pentaedro e 

A,Pih:PihAh = cp:c|> (§) 

la legge rappresentativa, dove cp e (]> sono note funzioni di tutti 
parte degl'indici i, A, k, Z, r, sarà necessario e sufficiente chescam- 
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biande % con h e contemporaneamente una prima volta A: con 2, una 
seconda l con r, una terza k con r, le tre relazioni ottenute e quella 
di partenza siano sostanzialmente le stesse. 

Per Yn-edro di Sn-i, senza riportare la dimostrazione, la quale 
sarebbe ovvia dopo quanto abbiamo detto per TSi, enuncieremo sen- 
z'altro il 

Principio. — Condizioni necessarie e sufficienti affinchè diviso con 
un punto Pih lo spigolo ÀiÀh mediante la legge 

A,Pih:PfhAh = 9:^, (p) 

dove (p e ^ sono funzioni note di tutti o parte degl'indici 1, 2, 3 ... n, 
e in modo analogo gli altri spigoli, gli Sn_2 che proiettano ciascuno di 
questi punti dall'Sn-s opposto passino per un medesimo punto sono: 

V che in ogni faccia a due dimensioni sia verificato il teorema di 
Ceva; 

2^ che scambiando in (P) i con h e contemporaneamente due qualunque 

dei rimanefiti indici in tutti i modi possibili, le relazioni che si otten- 

... , . (n~2)(n-3) . , . . 

gono via via, che saranno al massimo 5 , stano sostanziai' 

mente uguali fra loro e a quella di partenza. 

Per dare qualche dilucidazione sul principio precedente comin- 
ciamo dal cercare le condizioni necessarie e sufficienti perchè le n 
altezze di un n-edro passino per un medesimo punto. 

Si abbassi da An l'altezza AnPn e da Pn si conducano neH'Sn-g , in- 
dividuato dalla faccia flrn,PnR perpendicolare airSn-« intersezione di 
fln con aa e PnS perpendicolare airSn-s intersezione di an con «i. 

Avremo allora: 

P„R = AnPn COtg («nflra), PnS = AnPn COtg (fiTnai), 

da cui 

PnR : PnS = cotg (0^02) : cotg (an«i). (1) 

Ma, detto Pia il punto ove l'Sn-a determinato da Pn e dalI'Sn-s co- 
mune alle facce aa e ai , è : 

AiPia : PiaAa = PnR . ani : PnS . ani . 

Da questa e dalla (1) si ricava allora: 

AiPia : PiaAa = Ona cotg (anaa) : ani cotg (anai). 

Questa è la legge di divisione per lo spigolo A1A2 , dalla quale si 
passa subito alla legge generale: 

AiPih : PihAh = ath cotg (akab) : a^ cotg (akai) {k ={= i #= h). 

Essa ci mostra che in ogni faccia a due dimensioni è soddisfatto 
il teorema di Ceva. 

Scambiando ora i con h e ponendo l al posto k(l^k\ si otterrà: 

AhPih : PihAi = au cotg (aiaO : a^» cotg (aiau) 
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e moltiplicando questa e la precedente proporzione termine a termine : 
flkh cotg (akOh) . aii cotg {aiOi) = aw (cotg (akaO . aih cotg (diOh). (2) 
Scambiando in quest'ultima h con l otteniamo: 

ani cotg (akOi) . ahi cotg (ah^ii) = aw cotg (akfli) . aw cotg (fliah) (3) 
e riunendo infine le (2), (3): 

ahk . Oli cotg (ahflk) . cotg (aiai) = a^au cotg («kOi) . cotg (ohai) = 

= dkiflih cotg (dkfli) cotg (aiflh). (4). 

Queste relazioni saranno tante quante le combinazioni di n ele- 
menti presi quattro a quattro, cioè M 4 ) • Ciascuna di esse equiva- 
lendo a due condizioni distinte, quest'ultime saranno in numero di 
2( . j . Nel caso particolare di n uguale a quattro ritroviamo le 

due condizioni che devono essere soddisfatte per l'esistenza dell'or- 
tocentro nel tetraedro. 

Passiamo ora a scrivere le condizioni necessarie e sufficienti perchè 
le congiungenti i vertici dell'n-^c^ro con i punti di contatto delle facce 
opposte coll'ipersfera iscritta passino per un medesimo punto. 

Da Ki caliamo EiÀ'n perpendicolarmente airSn-2 della faccia On 
e KiÀn2 , KiAqi perpendicolari agli Sn-s di cui fan parte Oot e ani 
rispettivamente. Avremo, indicando con r la misura del raggio di 
detta ipersfera: 

A'nAna = r cotgi(anai), A'nAni = rcotgi(anai), 
e quindi 

A'n Ani : A'nAni = COtg i {anOi) l COtg \ (flufll). (5) 

E poiché detto Pia il punto comune ad AiÀs e airSn-a passante 
per A'n 6 per l'Sn-s opposto ad AiAa, si ha: 

AiPia : PiaAa = A nAna . flna : A'n Ani . flnl . 

moltiplicando termine a termine quest'ultima proporzione e la (5) ri- 
caveremo : 

AiPia : PiaAa = «uà cotg i (anflfa) : Om cotg i (anfli). 

In generale la legge di divisione degli spìgoli è rappresentata da: 

AiPih : Pih Ah = «kh cotg i (tikah) : aw cotg ì (akOfi) (/e =}= A =r 

dalla quale segue che in ogni faccia è verificato il teorema di Cova. 
Scambiando in questa i con h e ponendo l al posto di A:, moltiplicando 
poi termine a termine questa e la precedente ; indi nella relazione 
a cui in questo modo si perviene scambiando l con t, si arriva alle : 

«kiaih cotg i (akai) cotg i (aiah) = awaih cotg i (akfli) . cotg i (niflh) = 

= aìikOii cotg l {a^Qìc) . cotg i (aiUi) (6) 

che portano, come nel caso precedente, a 2( . 1 condizioni. 
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Da ultimo ci proponiamo di trovare le condizioni necessarie e suf- 
ficienti perchè le congiungenti i vertici con i punti notevoli £p delle 
facce opposte (p4=0) passino per un medesimo punto. 

Scriveremo, considerando le spigolo AiAh come facente parte deU 
r(» — l)-€dro che si ottiene escludendo il vertice Ak. 

AiPih : PihAh = a^hk : oPa ; 

e scambiando h con i e ponendo nel medesimo tempo l al posto di i, 
cioè pensando AiAh come facente parte dell' (n — 1) -edro che si ot- 
tiene escludendo Ai : 

AhPfli : PihAi = aiiP : ati^ 

Moltiplicando termine a termine le due proporzioni ottenute si 
trova : 

flhk . Olì == flfhl . flik • 

Scambiando ora in quest'ultima { con i e riunendo in una sola la me- 
desima e quella che se ne ottiene col detto scambio: 

flhk . da = «ki . «hi = ciih . dki . (7) 

Siccome in ogni faccia a due dimensioni è soddisfatto il teorema 

di Cova, le 2 ( . j condizioni a cui conducono le (7) sono necessarie 

e sufficienti per l'esistenza di un punto comune alle n rette di cui 
sopra. 

Il teorema che andiamo ad esporre nel paragrafo che segue ci 
permetterà di porre sotto una forma molto più semplice le condi- 
zioni teste trovate. 



§4.-11 teorema dei seni. 

Detto V il volume àelYn-edro e p un coefficiente che dipende uni- 
camente dal numero delle dimensioni dello spazio ambiente, è facile 
dimostrare la formula: 

^^ af . ah . sen (aiOh) 
P^=' ~ » 

Clih 

la quale non è altro che l'estensione di quella che dà il volume del 
tetraedro in funzione di due facce, dell'angolo da esse compreso e 
dello spigolo comune. Applicando successivamente questo teorema for- 
miamo il quadro: 

y „ aiflh sen (flfiflfh) ^ flfiflisen (aiai) ^ ^ ah«i sen (a\,ai) ^ 

OkOi sen (akai) ,,. flrk^hsen(akqh) ^ Oiak sen (gjork) 
p\ = , pv = , pv = 

flkl «hk flik 

dove, per fare il caso più generale, possiamo supporre diseguali i 
quattro indici h, i, k, l. 
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Moltiplicando membro a membro le prime dae relazioni, poi le 
altre due e infine le terze ed uguagliando i prodotti ottenuti, re- 
sulta : 

OiìtCik.ì Cfilfl^hk glil^lk 

sen (aiflu) sen(ak«i) een (aiOi) sen (ah«k( sen («haO sen (aiak) 

cioè il teorema dei seni esteso aU'n-edro Queste relazioni sono Li. 

In virtù di questo teorema le condizioni (4), (6), (7) del § 3 si pos- 
sono esprimere più semplicemente così: 

Condizione necessaria e sufficiente perche le altezze di un n-edro 

passino per un medesimo punto è che siano soddisfatte I^ ( ^ ) iso- 
lazioni : 

cos (aiOìt) cos (ak^i) = cos (aiOi) cos («hOk) = cos (ahfli) cos (ffiak). 

Condizione necessaria e sufficiente perchè le congiungenti i ver- 
tici con i punti di contatto delle facce opposte colla ipersfera iscritta 

passino per un punto è che sian soddisfatte 1^ ( i ) relazioni : 

cos i (aidh) cos i (akCfi) = cos \ (tìfiai) cos i (ah^k) = cos (ohai) cos i (ata^). 

Condizione necessaria e sufficiente perchè le congiungenti i vertici 
con i punti Kp delle facce opposte (p diverso da zero) passino per un 

punto è che siano soddisfatte lei . ] relazioni: 

sen {oiQu) sen (akffi) = sen (oiOi) sen (ihflk) = sen (a^ai) sen (diak). 

§5.-11 teorema di Stewart. 

Ci proponiamo adesso di calcolare la misura della sezione pro- 
dotta neir»i-e(/ro dall' Sn-a passante per TSd^ opposto allo spigolo 
AiÀt e pel punto Pia di AiAi tale che: 

AiPij:Pi3A3 = r:5. 

Cominciamo dal porre: 



AiPiiAsAi . . . An-i = An 
AiLisAsA* . . . An-sAn = An— 1 



AjFuAsAi . . • An-i = in 
A2P1S A2À4 . . . An- 2 An = /n-l 

A2P12A4A6 ... An = /l 



AiPiaAiAs ... An = A*s 
e osserviamo che è: 

A*j A*4 A',', A*n •' 

/» /* U ' ' * /n S 

Poiché si ha: 

i'a -{-h^dzn ^'4 -*■ ^* = ^4 5 • • • /»*u "T 'n = fln , (8) 
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ricaviamo facilmente: 



la — fifa ^ I ^ f u — flf4 T7~i T » • • . frn — ^n ' 



(9) 



{: 



(10) 



ì 



Aggiungiamo a queste le relazioni : 

cos (A'pfct) = cos (apat) pei uguali a 3, 4, . . . , ?4 

, cos (yO = eoa (flfpat) 
e la: 

S diah cos (aiOTh) = 2 a»' — { ^i' + «a* — Saia» cos («lOa) | , (11) 

che si ottiene dalla (T) del § l facendovi p eguale a 2, ed avremo 
gli elementi sufficienti per trovare la formula che cerchiamo. 

Ciò posto applichiamo a ciascuna delle facce ai e 02 dei due n-edri 
AiPiaAs . . . An e AaPiaAa . . . An il teorema di Carnet. 

Avremo, indicando con pi2 la misura della sezione cercata, e avuto 
riguardo alle relazioni (10): 

n n n 

( ai" = Pn + S ^t^ — 2pia 2 kh COS (piaih) — S krh COS (arGfe) 

I S 3 8 

n n n 

Oa' = Pia' + S It^ — 2pia S 4 COS (pia^h) — S Us COS (arfla). 

3 3 3 

Sommando queste due relazioni membro a membro, dopo averle 
moltiplicate rispettivamente per h e h, osservando che i termini 
in Pia si distruggono, otteniamo: 

hai'+ksa2'=(pi2'+/cslB)as+ 2 { hh^+hh' } - S {kr/csh+lrhh) cos (a^ds). 

In questa relazione poniamo per le A: e H loro valori dati dalle (9), 
avuto riguardo alle (8) e osservando che la quantità racchiusa nel- 
l'ultimo sommatorie è, a meno di un fattore, quella che cpstituisce 
il primo membro della (11), se ne ottiene, dopo fatte le debite ridu* 
zioni, con le quali spariscono i termini in as", «4^ . . an". 

(r + sY Pi2 = Giì'^ + flaV + 2r«aic/a cos (flfiaa) (v) 

che è l'estensione del teorema di Stewart. 



§ 6. — Applicazioni del teorema di Stewart. 

In questo paragrafo daremo alcune applicazioni del teorema di 
Stewart M'n-edro. 

V. Supponiamo che sia: 

cos (aiaa) = 0. (12) 

La relazione (y), essendo omogenea in r ed in s, e potendovisi 
perciò porre AiPia in luogo di r e AaPia in luogo di s diventa: 



AiPia ai" + AaPia V = AiAaW (13) 
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Questa, come facilmente si può riconoscere, è la condizione neces- 
saria e sufficiente perchè l'angolo formato dagli angoli Sn-a delle 
facce ai e 02 sia retto. 

2^ Si faccia nella (y) r uguale ad 5: la corrispondente è la se- 
zione mediana mu. 

Si ottiene: 

4mia" = ai" + ««' + Saids cos (flriaa). (14) 

Scambiamo in essa circolarmente gl'indici 1, 2, 8. . . n — le som- 
miamo la (14) con tutte quelle ottenute, che saranno in numero 
^,(n-l)(n-2) , 



2 

Avremo, tenuto presente il teorema di Carnot applicato alla fac- 
cia ani 

4 S wiik" = (m — 1)"S ai" — aj ; (15) 

1 1 

formula che ci fa conoscere la somma dei quadrati delle mediane 
uscenti da un vertice delYn-edro, in funzione delle n facce. 

Applicando la (15) successivamente a tutti i vertici deWn-edro^ 
otteniamo sommando membro a membro le relazioni ottenute, il ri- 
sultato : 

S7Wik" = ^Sai», (16) 

1 * 1 

che può enunciarsi così: 

Il rapporto della somma dei quadrati delle sezioni mediane deU 

Z'n-edro alla somma dei quadrati delle facce è -r • 

Ne segue: 

NeW Si e negli spazi di dimensione superiore la somma dei qua^ 
drati delle sezioni mediane è maggiore della somma dei quadrati delle 
facce. 

3^ Poniamo r = a2 ed 5 = ai: la corrispondente sezione è la bi- 
settrice @ia. 

Segue dalla (y): 

2aiaa /aiaa\ 

e da questa il teorema: 

Se dal punto d'incontro Pia della sezione bisettrice collo spigolo AiAa 
si eleva una normale airSn-a della sezione stessa fino ad incontrare 
Z'Sn-2 della faccia ai nel punto M, l' (n — l)-edi-o MÀ3A4 . . . . An è 
medio armonico fra le facce dell'ìi-edvo che comprendono la sezione bi- 
settrice. 

4°. Facciamo nella (y) una prima volta: 





r = a»" , 


8 = 01" 


e una seconda: 








r = a,''-\ 


S = ffa'—. 
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II rapporto delle corrispondenti sezioni sarà dato da: 
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aiQi 



ai^-« + a,^ 



ai^ + a,^ 

Supponiamo in particolare h eguale a 2, con che la prima sezione 
diviene la simediana e la seconda la mediana. Otterremo: 



8it 

mia 



2aias 



fli" + a«* 

5^ Le (1) del § 1 si possono considerare come n equazioni lineari 
ed omogenee in aia^as . ..an, 1. Per la loro compatibilità si richiede 
dunque che sia nullo il determinante dei coefficienti. 

La condizione: 



A = 



— 1 cos (elida) 
cos (atUi) — 1 



cos {aiOi) 
cos (agas) 



. cos (aiOn) 
, cos (a^On) 

U f * * ■ 



= 0, (18) 



cos (anOi) cos (antis) cos (anaz) 

che per n ugitale a tre altro non ci esprime se non che la somma 
degli angoli di un triangolo e uguale a due retti, ci fornisce nel 
caso generale una rehiziohe fra i coseni dei diedri deìVri-edro. Ma 
essa ci peimette anche di trovare innumerevoli relazioni fra le se- 
zioni dei diversi ordini, bastando a questo scopo rimpiazzare i co- 
seni che in essa figurano colle espressioni ricavate dal teorema di 
Stewart. 



§ 7. — Estensione del concetto di ponto notevole. 



Rappresentiamo con Xi^^^ x{^ . . . a:/"^ le coordinate dei vertici 
A1À2. . . Ad , e con miuit . . . nio , n quantità corrispondenti ai vertici 
medesimi. 

Preso sulla congiungente AiAa un punto Pia tale che le sue di- 
stanze da AiAs siano nel rapporto di nii ad ni2 e poi sulla congiun- 
gente PiaAs un secondo punto tale che le sue distanze da Pia e da A3 
siano nel rapporto di Wi + wia ad iws e così via, perverremo ad un 
punto detto centro delle distanze, proporzionali alle quantità t/)i,fMa... Wu, 
le cui coordinate sono: 

e _ ^^ha:i<'> + Waa?i<'> + Wsx/») + . . . + Wn^-/"^ 

^* Wll + Wa + Wi» + . . . + »Wn 



^2 = 



?n = 



tWi + W/a + t/la + . . . + Din 
W'i + Wa + Wl« + . . . + f/Jn 



(19) 
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È evidente che il punto Ep da noi studiato nel § 2 rientra in 
questa categoria di punti, potendosi ottenere facendo mi = aiK Ma 
possiamo dare alle formule (19) tutta la generalità di cui sono suscet- 
tibili supponendo che alcune delle nh siano negative. In tal caso ba- 
sterà -che conveniamo che il punto che divide un segmento nel rap- 
porto di m ad n sia interno al segmento stesso od esterno secondo 
che m ed n hanno segno uguale o contrario. È chiaro allora che il 
numero totale dei punti corrispondenti alle ipotesi che nessuno, uno, 
due, ecc., coefficienti siano negativi, sarà dato per n dispari, da 

e per n pari da: 

(j) + (;) + (-)+...+,gJ, 

e in conseguenza, in virtù di una nota formula di analisi combina- 
toria, sì nell'uno che nell'altro caso, da 2"~\ 

I punti a cui perveniamo sono dunque 2'^""\ al massimo. E diciamo 
al massimo perchè potrà darsi che si riducano a un numero minore, 
ciò avvenendo quando si annulli la somma che comparisce nel deno- 
minatore delle (19). In tal caso i corrispondenti punti si allontanano 
a distanza infinita. Abbiamo però allora la seguente limitazione: 

In uno spazio di dimensione dispari il minimo numero di punti a 
distanza finita, centri delle distanze proporzionali a date quantità 
mi , ma , m 8 . . . mn corrispondenti ai vertici d«H'n-edro e che si otten- 
gono preponendo ad esse quantità il segno positivo o negativo in tutti i 

modi possibili, è 2°~^ — i f „ | • 

Nel caso poi di mi = ai^ si aggiunga che mentre quel numero è 
raggiungibile per Yn-edro regolare (^) dello spazio a numero dispari 
di dimensioni, sono invece tutti a distanza finita i 2^~^ punti rela- 
tivi oWn-edro regolare dello spazio a numero pari di dimensioni. 

£ particolarmente interessante il caso di p eguale ad uno. In tal 

caso esisteranno non più di 2"""^ e non meno di 2"~* — | | 71 | P"'^^^ 

equidistanti dagli Sn-s delle facce de\Yn-edro. Uno di essi è interno 
BlVn-edro stesso ed è il centro dell' ipersfera iscritta, il cui raggio 
indicheremo con r: in quanto agli altri, considereremo qui soltanto 
i centri delle ipersfere che toccano una sola faccia e i prolunga- 
menti delle altre e ne indicheremo i raggi con n, ra, . . . rn. 



{}) Se con cj^ indichiamo l'angolo del k-edro regolare di S^_^^ dalle (1) del § 1 si ricava subito 

che cosa. = ; -• 

* k— l 
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Se allora indichiamo con V la misura deWn-edro, troveremo facil- 
mente le relazioni: 

«1 + o« -h flfs -p . . . -r «n = — 



— «1 + «2 + <*«+••• + ^n = 



(n-^l)V 



Ol «2 + tìfa + . . . + flTn = 



(n-l)V 



ai + a» + fls + • 



■fli.= 



(n'-Ì)v' 



Considerando queste come formanti un sistema di n -|- 1 equazioni 
lineari ed omogenee in ai, ai,...an, (1 — n)V, si richiede per la loro 
coesistenza l'annullarsi del determinante: 



D = 



1 1 

— 1 1 

1 — 1 



il 
r 

il 

ri 

il 

r2 



-il 



Moltiplicando la prima linea per n — 2 e sottraendovi la somma 
delle altre, con che i primi n termini della prima linea stessa si ri- 
ducono a zero, e osservando che il coefficiente dell' (n + lj-^simo ter- 
mine, nello sviluppo, è differente da zero, si trae: 

r ""n+r2 + -"+r„' 
estensione di note formule del piano e dello spazio. 



§ 8. — Estensione all'n-edro della formula della distanza. 



Indichiamo con k la somma dei prodotti dei quadrati delle distanze 
di un punto P di Sn_i dai vertici iélVn-edro per le quantità Wi, W2 . . . m^ 
ad essi corrispondenti, poniamo cioè: 



A: = ShWhPAh^ 

Tenendo presenti le notazioni del § 7 e indicando con Xi, X2, . . . Xn 
le coordinate di P rispetto a un sistema di assi ortogonali, avremo 
anche 

Ì = Sh»«h.Sr(Xr — Xr^T. 
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Supposto che sia Sii/fi diverso da zero, (^) dividiamo ambo i membri 
della precedente per InWi. Otterremo: 

k _ ShWhSr (Xr - Xr^'Y _ 2 X ' + ^'''''''T ^''''^'^'^' - 2 ^^^^ ^ ^'''^''-^' . 

Aggiungendo e togliendo al secondo membro l'espressione: 

(Si»/,)- 
e osservando che è: 

^ 2Si.uWhmic Srar/^'>Xr^> + ShWh'Sr f -r/^»)' ^ S^Xr . S|.m,rr,^> 



(v ShmhJr<^> 






r' S.m. 



)■ 



potremo scrivere anche: 

Ora bì ha: 

SiWi (Si»»,)» 

_ S,.m«i.S (Xr<"')' + S ,.fcW,.»> tSr {(Xr'^")' + (■rr"'')'} 

- (S,m,)* 

e in conseguenza: 

Il primo sommatorio del secondo membro non è nitro che il qua- 
drato della distanza di P dal centro D delle distanze proporzionali 
a mi,mi...tnui e il secondo può anche scriversi: 

2i,k»nh»»k Ai,Ak* 



(S,m,)» 
Ne segue la formula domandata: 



■-7f:2 ShiMi. PAi." ShitW ii Wk Ai.Ak' .„^. 

Se D coincide con kp, allora è mi = ai^' e si trova: 



ri^8_Suahn»Ah^ Si,k<ii."flk" Ai,Ak' ,„,. 



(0 Ciò equivale a supporre che il centro delle distanze proporzionali alle m sia a distanza 
finita. 
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Ponendo : 



sì può scrivere la precedente in modo più semplice : 
^jT7-2_ Sh(iiPPAh^ 

Da queste segue die quanto più P è vicino a Ep, tanto meno 

— V — z diflferisce da Ep. Il minimo valore di detto sommatorio si 

ha dunque quando P coi ncide con Kp, ed è Ep. Notiamo inoltre che i 
punti P pei quali Zh^u^PAh e costante, sono sopra un'ipersfera di 
centro Kp. 

Posizioni speciali di P. Se P coincide col centro dell' ipersfera 
circoscritta, abbiamo: 

0K;' = R* — Ep 

dalla quale segue che Ep è la potenza dei punti di detta ipersfera 
rispetto a quella di raggio OKp. 

Se facciamo coincidere P con Kr troviamo: 
per V diverso da p: 



per r uguale a p : 



Sah^KpAu = 



2 ShkOfh^flfk^AhAk 



IliOi^' 



Aggiungiamo da ultimo i due teoremi la cui dimostrazione lasciamo 
allo studioso. 

V. La congiungente un vertice col baricentro della faccia opposta 
viene divisa dal baricentro deWiì-edvo in due parti tali che quella che 
va al vertice è (n — 1) volte quella che va alla base. (Estensione del teo~ 
rema di Commandino.) 

2^ In un n-edro (n — 1) rettangolo in Ai la porzione di congittn- 
gente Ai col punto Kg di Lemoine compresa entro i'n-edro è divisa per 
metà da Kq. 

Enrico Piccioli 

Empoli. 
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ESTENSIONE DI ALCUNI TEOREMI SUI GRUPPI DI SOSTITUZIONI 



1. Un gruppo di sostituzioni G, transitivo, d'ordine w e classe n — 1 
possiede n — 1 operazioni che ne spostano gli n elementi, e lo studio dei 
casi nei quali queste formano un gruppo ha dato origine a varie ed inte- 
ressanti ricerche. Maillet {Recherches sur les substitxdions. Parigi, 1892) 
e Burnside (Tìieory of groups ofa finite order, Cambridge, 1897, pag. Ièl- 
le?) ad esempio, hanno già da tempo stabilito certe limitazioni all'ordine 
del gruppo quando ne sia noto il grado, ed il secondo di questi matematici, 
che ha poi ripresa la questione considerandola sotto un nuovo punto di 
vista, ha potuto concludere che, solo quando n è maggiore del quadrato 
del più piccolo numero dispari che è ordine di un gruppo semplice, G 
possiede necessariamente un sottogruppo transitivo invariante formato da 
quelle n sostituzioni e del quale n è ordine e grado. Ha così potuto de- 
durre che se un gruppo è d'ordine pq, essendo p ^ q numeri primi fra 
di loro, e contiene p sottogruppi d'ordine q, coniugati e risolubili, non 
aventi, ad eccezione dell'identità, nessuna operazione comune, allora esso 
possiede un sottogruppo invariante d'ordine p. Inoltre, che se G ammette 
un gruppo d' isomorfismi, che ha per ordine la potenza d'un numero primo 
e le di cui operazioni non lasciano altro elemento di G inalterato se non 
quello identico, allora il gruppo degli isomorfismi è ciclico. Queste que- 
stioni, già per loro stesse interessanti, si collegano ad altre che riguardano 
l'esistenza dei gruppi semplici d'ordine dispari. E noto che l'ordine d'un 
gruppo semplice non può esser rappresentato da un numero dispari se 
questo non può scomporsi in più di cinque fattori primi, e se non ha nes- 
suna delle forme j9«, p^^q^ p^q^, p*^q^ , . . . ,rY , nell'ultima delle quali gli 
indici devono essere i numeri 1 e 2; ma fino ad ora le ricerche su tali 
gruppi sono rimaste fra limiti molto ristretti, ed è ancora Burnside che vi 
ha dedicate varie note e che nell'opera già citata (pag. 371-379) ha potuto 
dimostrare come l'ordine d*un tal gruppo non può essere un numero mi- 
nore di 9000. 

2. Se un gruppo semplice G d'ordine dispari vien rappresentato quale 
gruppo di sostituzioni sul minor numero possibile di elementi, i sottogruppi 
intransitivi, nonché i costituenti transitivi, sono semplicemente transitivi 
e d'ordine dispari: inoltre, il massimo sottogruppo, di grado n — 1, è for- 
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mato di un numero pari di costituenti semplicemente transitivi d'ordine 
dispari e Jordan ha mostrato a pag. 28 del suo TraUé des sitbstitutiona^ 
che Tordine di ognuno di tali costituenti contiene tutti i fattori che con- 
corrono a formare Pordine del sottograppo massimo. Il grado di G non può 
essere un numero primo della forma 2™+l, giacché allora gli operatori 
di quest'ordine verrebbero trasformati in loro stessi da sostituzioni d'or- 
dine 2, e ciò pel teorema che stabilisce che ogni operatore d'ordine p 
(p numero primo) d'un gruppo di grado p deve venir trasformato in sé 
stesso da un numero di operatori del gruppo che è maggiore di p^ sempre 
che l'ordine del gruppo sia un numero composto. Che se poi uno dei co- 
stituenti transitivi del sottogruppo massimo avesse per grado un numero 
primo della forma 2™ -|- 1, l'ordine di questo sottogruppo sarebbe p. In 
conseguenza G possederebbe n — 1 sostituzioni di grado n e potrebbe venir 
rappresentato quale gruppo transitivo di grado minore di n — 1, per cui 
non sarebbe più quel gruppo di sostituzioni sul minor numero di elementi 
al quale abbiamo accennato. Possiamo cosi ritenere che in G non può essere 
nessun costituente transitivo il cui grado sia rappresentato da uno dei 
numeri 3, 5, 17, . . . cioè, in altre parole, che il grado d'un gruppo sem- 
plice d'ordine dispari è sempre minore di 50. (^) 

Se dunque i gruppi primitivi d'ordine dispari sono semplicemente tran- 
sitivi, lo studio dei gruppi primitivi semplicemente transitivi potrà con- 
tribuire alla conoscenza dei gruppi semplici d'ordine dispari, come già ha 
mostrato il prof. Eietz, (') ed è sotto questo aspetto che si può con pro- 
fitto affrontare la questione, estendendo ai gruppi semplici d'ordine dispari 
alcuni dei teoremi dati pei gruppi semplicemente transitivi da Jordan, (') 
da Burnside, (*) da Miller, {^) ecc. 

3. Se p e q sono numeri primi differenti e della forma 2"* -|- 1, nessun 
gruppo primitivo di grado pq può nel suo ordine contenere p Q q con- 
temporaneamente. 

Sia p^q''' l'ordine di uno di tali gruppi; saranno p^-^q""'-^ ^ P^ — 1 
rispettivamente l'ordine e il grado del sottogruppo massimo Gg che non 
sposta un dato elemento Og del gruppo. Per p^> q è p^'^ pq — 1, e nes- 
suno dei costituenti transitivi potrà essere di grado j^" (a > 1), né tutti 
potranno essere di grado j?, non essendo questo numero fattore di pq — 1. 
Per ragione analoga non potranno neppure essere di grado q. Supponiamo 
dunque che siano in parte di grado p ed in parte di grado eguale ad 
una potenza di q. Ma l'ordine d'un costituente transitivo di grado p è p, 
numero che è per ipotesi primo con q, nel mentre che, come è noto, ogni 
numero primo che divide l'ordine d'un costituente transitivo di G deve 



(l) Miller, Procéedinga of the London Mathematical Society, voi. XXXIII, pag. 7. 

(>) On primitive Groups of odd arder, pag. 3 e segg. 

(8) Traiti des Substitutiona, pag. 281-2&I. Parigi, 1870. 

(*) FroeeedingH of the London Mathematical Society, voi. XXVIII, pag. 583-542. 

(»} Theory of Qroupa of a Unite order. Cambridge, 1897, pag. 162-185. 
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pur dividere Tordine di tutti questi costituenti: (*) dunque q non può 
essere grado di nessuno di quei costituenti. 

4. Il sottogruppo massimo G,, di G sia d'ordine dispari, ammetta un 
costituente transitivo T di grado /7(^ e possegga q sistemi d' imprimitività. 
I numeri p e q siano ancora quali nel numero precedente. E ben noto 
che i q sistemi d' imprimitività sono permutabili secondo il gruppo ciclico 
d'ordine q. All'identità di T corrisponde in Gg un sottogruppo inva- 
riante Hg di grado n — a (a<Ip5' + l); indichiamo con Gr il coniugato 
di Gg che non sposta un elemento di T, e con R, il sottogruppo inva- 
riante di Gg che corrisponde a quello principale in T. In G, il sotto- 
gruppo Hg è elemento di una serie di pq coniugati che da G^ sono tra- 
sformati per mezzo d'un costituente transitivo Ti d ordine p^q^. Ma Ti 
è im primitivo, e se p e q sono quali li abbiamo supposti nessun gruppo 
imprimitivo esiste che essendo di grado pq abbia il suo ordine divisibile 
sia per p^ che per q^ se tale ordine è un numero dispari, ed inoltre, come 
lascia invariato un elemento, altri pure ne lascerebbe, cosi Hg è in Gg 
trasformato in sé stesso da una parte dei suoi coniugati. Sia H.^ uno di 
essi e tale che Hej~'HgHgj = Hg ; esso è contenuto tanto in Gg che in G, 
e dunque anche in Rg , e se questo possiede operatori d'ordine q, tali 
operatori apparterranno pure ad Hg. Quindi Hg ed Hgj posseggono le stesse 
sostituzioni d'ordine q. Ma il primo è invariante in Gg ed il secondo in Gg^ ; 
dunque le sostituzioni d'ordine q di Hg generano un gruppo invariante 
sia in Gg che in Gg^ , il che non può essere, giacché, per ipotesi, G» è il 
sottogruppo massimo. 

5. Sia ora p« la più alta potenza del numero primo p che è fattore 
dell'ordine 7i di G e sia H un sottogruppo d'ordine p^ : indichiamo con Gì 
quel sottogruppo massimo che contiene H invariantemente e supponiamo 
che tutte le operazioni di Gì siano permutabili con quelle di H talché 
questo sia abeliano. Se rappresentiamo G quale gruppo di sostituzioni 
sugli n simboli 

Ci , a^ , £1^ f ' ' ' , cto, 

e indichiamo con Hi un qualunque sottogruppo d'ordine n (n r=^niq), tutti 
gli elementi a saranno regolarmente permutati in q serie di n elementi 
ciascuna dalle operazioni di Hi . Se 

è una di queste serie e facciamo 

cpi = «1 + «a + Oa + . . . + «m, 
sarà ^1 funzione lineare delle «, invariante per tutte le operazioni di G 



{}) Cfr. JoHDAS, op, eiU pag. 284. 
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contenute in Hi , ma non per nessun'altra, e che quindi assumerà q va- 
lori differenti per tutte le operazioni di G. Indichiamoli coi simboli 

Ciascuno di questi valori è somma di m differenti a ciascuno dei quali 
non può esser compreso in più di uno dei valori di ^, che sono quindi 
permutati dalle operazioni di G. Questo può cosi venir rappresentato quale 
gruppo di permutazioni sulle cp, ed il gruppo delle a è in isomorfismo 
meriedrico od oloedrico col gruppo delle cp a seconda che Hj contiene o 
no un sottogruppo invariante di G. TI gruppo delle cp può rappresentarsi 
colla notazione (*) 

cp', = cF/k) (z, t'^ 1, 2, . . . , (? ; fc= 1, 2, . . . ,n) ; 

designamelo con G'. Se G è in isomorfismo meriedrico con G', sarà per 

due o più valori di k, 

qpj/(k) = cpi 

per ogni valore di i. In ogni caso per ciascun k ì q simboli 
cpA ?.(*), ,p,«, , . . . , cp,W. 

rappresenteranno i cp presi in diverso ordine. 

Ciò premesso, sia S un'operazione di H, d'ordine pP , e tale che non 
possa esservi altra operazione S' in H per la quale la relazione S = S'p 
possa ancora sussistere. Il gruppo H è isomorfo al gruppo ciclico d'or- 
dine ^^'^ , ed è possibile determinare un suo invariante relativo j che da S 
sia trasformato in pj , essendo p radice primitiva p^ (esima) dell'unità, ma 
che rimane invariato per tutte le operazioni di H rispetto alle quali esso 
è isomorfo ad (S). (^ 

Se S fa parte di (1 -\- kp) sottogruppi d'ordine p^ e se in G' ogni 
sottogruppo d'ordine jp« lascia h elementi invariati, l'operazione che in G' 
corrisponde ad S lascerà (1 -}" ^P) ^ simboli invariati che dovranno essere 
transitivamente permutati per mezzo del più ampio sottogruppo K nel 
quale S è invariante. (") Deduciamo cosi che se j? è il maggior numero 
primo e p^ la sua massima potenza che dividono l'ordine n(==mp*^) di G, 

1® G è prodotto diretto di gruppi d'ordine p^ ed ??i rispettivamente 
se ogni operazione di un suo sottogruppo d'ordine j9« è sua operazione 
invariante : 

2^ G possiede un sottogruppo invariante d'indice p« se i sottogruppi 
che hanno questo numero per ordine sono abeliani. 

Ciò si estende facilmente al caso nel quale l'ordine n = mp^ (a=l, 2) 
del gruppo G è un numero dispari epe minore di ciascuno dei fattori 



(1) Btck, Mathematische Annalen, voi XXII, pag. 90-92. 

(S) BuBKSiOB, ** On some propertiea of Groups of odd ordor „ Proe. of the London Math. Soc. 
voi. XXXIII. 

(S) Si può notare infatti che gli h simboli lasciati invariati da H sono permutati transitivamente 
da Gì (compreso in E) che contiene operazioni che permutano H con ciascuno degli altri sotto- 
gruppi d*ordine j)0 nei quali è contenuta l'operazione S. 



li 
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primi di m; il G possiede allora un sottogruppo invariante d'ordine in. 
Se per a = 3 i gi*uppi d'ordine p' sono abeliani e non si hanno fra m e 
(^a _|_p_|_ j^^ ^q[ fattori comuni, G possiede un sottogruppo invariante 
d'ordine m, giacche i soli isomorfismi il cui ordine sia maggiore di p che 
possono essere ammessi da un gruppo abeliano d'ordine p* sono quelli che 
hanno per ordini i fattori di (p^-\-p-\-'^)- Ma se non lo sono, G possiede 
un sottogruppo invariante d' indice p\ Infine, se l'ordine, dispari, di G ha 
un fattore primo q non ripetuto e della forma 2° -|~ 1, il gruppo G pos- 
siede un sottogruppo invariante d'indice q. 



^ 6. Facendo seguito alla conseguenza prima del numero precedente mo- 

t; streremo che, o il sottogruppo H è regolare, o che esso risulta da isomor- 

** fismo oloedrico stabilito fra gruppi regolari d'ordine p« solo quando è n — 1 

il suo grado, e che G contiene un sottogruppo intransitivo di grado n 

avente un costituente transitivo di grado l + A:/? (Ar^O) e d'ordine mp. 

^ Il prof. Burnside (*) ha già dimostrato che quel sottogruppo di G che 

ne contiene tutte le sostituzioni trasformanti H in sé stesso permuta 

transitivamente i r] elementi che non entrano in H. Per 7] = 1 dovranno 

in H essere contenuti (') alcuni dei sottogruppi 

Gì, ^2, G,,...,G, 

che lasciano invariato un elemento di G, essendo il loro grado primo 
con n. Sia Hi un sottogruppo d'ordine pfi comune a due qualunque di 
quegli n sottogruppi e nessun sottogruppo d'ordine pr (y > p) sia co- 
mune a due qualunque di essi. Per fi >• (') il sottogruppo Hi deve es- 
sere contenuto in sottogruppi Ki , Kj d'ordine p^ ; e siccome in gruppi 
di quest'ordine ogni sottogruppo Hi è trasformato in sé stesso da quelle 
operazioni del gruppo che in esso stesso non sono contenute, cosi Hi é 
invariante in un sottogruppo Ha di grado n — 1, contenuto in Kj . Ana- 
loga cosa si dirà per Kg; il gruppo Hi è invariante in un sottogruppo H, 
di grado n — 1, per cui è invariante in [H,, Hg] di grado n; e siccome 
è n ^ 1, mod. p, cosi deduciamo che se diciamo q il numero di elementi 
di G non contenuti in Hi , é pure 5 ^ 1, mod. p. Di più, per essere 
tanto Ha che Hj di grado n — 1, segue che [Hj , Ha] possiede un costi- 
tuente transitivo di grado 1 -j- kp {k > 0) formato da quegli elementi che 
non sono contenuti in Hi ed il di cui ordine è un multiplo di p. 

Deduciamo da ciò che, chiamando ancora p« la maggior potenza del 
numero primo p che divide l'ordine del sottogruppo Gg di G che non 
sposta un dato elemento a^ , se tutti i gradi dei costituenti transitivi 
di Gg sono multipli di p^ , ma uno almeno non è multiplo di pfi'^\ allora 
é a = fJ, in G è un sottogruppo di grado « che possiede un costi- 
tuente transitivo di grado l-\-kp (A:>0) ed il cui ordine è multiplo di p. 



(1) Op. eit. pag. 202. 
(S) Burnside. Op. cit. pag. 204. 

(3) Sarebbe superfluo considerare il caso nel quale è /? = giacché allora H risolta da isomor- 
fismo oloedrico stabilito fra gruppi regolari. 
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7, L'ordine n del gmppo G-, primitivo, sia ancora un numero composto. 
È noto (^) che se in Gg sono r» sostituzioni di grado {g — yja)? il numero 
totale di sostituzioni di G aventi per grado un numero minore di ^ è 
espresso dalla somma 

— 5^n + — fl'ra+ — S'rs + ... + — 5rr„, 
IQi Tjs Tjs T^u 

avendo indicato con u il numero di gradi differenti delle sostituzioni 

T 

di Gg . La somma di tutti questi xi termini — può considerarsi equivalente 

71 1 

ad una somma di — = N, addendi della forma — , giacché è 
9 fi 

per cui possiamo scrivere al posto di quella somma Tespressione 

^ 1 

intendendo sempre il sommatorie esteso da a = 1 ad a = N. Ma è pur 
noto (^ che il numero medio di elementi delle sostituzioni d'un gruppo 
intransitivo è dato dall'eccesso del grado sul numero di sistemi d'intran- 
sitività, per cui se consideriamo Gg , nel quale supponiamo v sistemi di 
intransitività, come se, essendo transitivo fosse dotato di un sistema di 
intransitività, il valore medio di -yja sarà v + 1, cioè sarà 

1 ^ 

Ma la media aritmetica di qualsiasi numero di quantità positive è 
sempre maggiore della loro media geometrica, e siccome i r]» dell'ultimo 
sommatorie non possono essere tutti eguali avendo esclusa l' identità dalle 
sostituzioni di Gg , cosi possiamo scivere 






N 
dalle quali diseguaglianze siamo facilmente condotti all'altra 

Combinando quest'espressione con quella che dà il valore di v -\-l 
otteniamo. 



(1) Jordan, "Bechercfaes sur les substitutions^, Journal de Math. d« LionviUe, yoLXVll, pag. 353. 
(>) JoBDAK, Compltt-Rendu» de VAc, de» Science* de Parie, yo\. 74, pag. 977; Frobenius. Creile, 
Tol. 101, pag. 288. 
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la quale mostra che un gruppo primitivo Q di grado g e che ha un na- 
ri 
mero composto n per ordine, contiene più di —r^ sostituzioni di grado 

minore di Qj essendo v il numero di sistemi d' intransitività del sottogruppo 
che non sposta un dato elemento. 

Per v = 1, nel qual caso il gruppo è più volte transitivo, le sostitu- 
zioni di grado minore di g sono più della metà. 

In particolare un gruppo di grado kp e d'ordine rnp (p numero primo, 
m primo con p e con p — 1) contiene m operatori il cui ordine è multiplo 
di 771 ; tutte le sostituzioni di grado inferiore a kp hanno per ordine un 
numero primo con p, per cui, per quanto è detto più su, è 

mp . , . 

t;>^5^7jj, cioè v>p — l; 

e siccome per essere mp dispari, v è pari, è pure v ^p-|- 1, cosi il sot- 
togruppo Gg ha almeno p-^l costituenti transitivi. 

8. Grli elementi di un costituente transitivo T di grado t del gruppo G 
siano 

la funzione quadratica 

/■= S^a, («M + «M + «M + • • • + «^t), 

rimane invariante per tutte le sostituzioni di G ed è inoltre, a meno di un 
possibile fattore numerico, (^) il minor invariante quadratico che contiene 
«8«B,i • Se Tordine di G è dispari, i costituenti transitivi di G^ di egual 
grado sono a coppie : Gg contiene un sottogruppo invariante Hg di grado 
(^ — Qt), e dei g coniugati fra i quali esso è compreso ne entrano (a — 1) 
in Gg . Questi (a — 1) sottogruppi Hg , che designeremo con 



^8,1? 



Hg^a , Hg^j . . . , Hg^a-i , («) 



generano un gruppo di grado {g — 1). Ora, « se Gg possiede (■) v sistemi 
d'intransitività ed è Hg il sottogruppo invariante di Gg corrispondente 
all'identità di uno dei costituenti transitivi, nel mentre Gg trasforma i 
sottogruppi (a) secondo un costituente che possiede Vi sistemi d'intran- 
sitività, allora Hg possiede più di — sistemi d' intransitività, facendo ec- 

cezione pel caso nel quale è Vi=l, giacché allora ne possiede v almeno». , 
Questa legge si verifica facilmente tenendo conto di quanto abbiamo già 

V 

detto, giacché deduciamo che se H» avesse meno di — sistemi d'intran- 



(1) RiBTZ, op. cit. pag. 7. 

(«) Miller, Ftoc, of tht London Maih, Soc., voi. XXVIII, pag. 635. 
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sitività, le t?i serie coniugate in Gg nelle quali i sottogruppi (a) sono sud- 
divisi conterebbero il massimo numero di elementi 



(^-l)t;i + l-t;-(r.-l) 



dei V sistemi d' intransitività di Gg , dovendo ognuno di quei sottogruppi 
contenere almeno un ciclo di T, per cui questi ultimi non potrebbero ap- 
partenere ad un gruppo di grado {g — 1) eccetto che per Vi = 1 (cfr. nu- 
mero precedente). 

Siano ora T e T' due costituenti transitivi corrispondenti, in G e G, 
rispettivamente, ma fra loro differenti. Un certo numero di quei (a — 1) 
sottogruppi vengono trasformati per mezzo di T' quando H. corrisponde 
all'identità di T. (^) Notiamo innanzi tutto che se indichiamo con 

gli elementi di T', possiamo scrivere, come già abbiamo fatto per T, 
f= 2 (ax,i + «x,« + «x,« + • • • + «x,t) «X • 

x=l 

Formiamo il coniugato Gg,a di Gg lasciando invariato un elemento di T: 
dai due differenti valori di f rileviamo che in Gg^ l'elemento «g entra nel 
gruppo trasformato di T', cioè in E,~^TE., essendo R tale che R~^GBR=Gg,ft; 
ma Hg è trasformato per mezzo di G nel modo stesso nel quale è trasfor- 
mato ag , e da ciò il teorema. 

Siano ora due solamente i costituenti transitivi, ed air identità in uno 
di essi, in "F, ad esempio, corrisponda un sottogruppo invariante Hg di Gg . 
I sottogruppi 

H^t H^, H^.,...,H^n, [h = i{g-l)], (b) 

sono i trasformati da Gg per mezzo degli elementi di H, , (') per cui, per 
due dei g sottogruppi 

Hi , Ha , Ha , . . . , Hg , 

coniugati in G sussiste l'una o l'altra, ma non entrambe contemporanea- 
mente, delle relazioni 

H^-*H«H^ = H«, ed Ha-'H^Ha = H^. (e) 

Sia V il numero di elementi comuni ad Ha e Hy : è pure v il numero 
di elementi comuni a due qualunque dei sottogruppi (6). Siano 

gli elementi di Hg e 

6| , 6a > h,'" jày f Ci, Ca , Cg , . . . , Cu , 
quelli di Hg^i , ad esempio : è u-\-v il grado di Hg . Dovendo Hg^i venir 

(») RiSTz, Loe. eit, pag. 11. 

(S) Giacché, se i Bottogi-uppi (a) formano un'nniea serie coniugata in Gs , vengono trasformati 
per mezzo di T' quando Hs corrisponde air identità in T. 
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trasformato per mezzo degli elementi di Hg che esso non contiene, è tra- 
sformato per mezzo di uno degli elementi a, ed in H, sono necessaria- 
mente sostituzioni che non trasformano H^^i in sé stesso. Sia S una di 
queste: S'^H^S contiene allora tutti gli elementi a giacché H»,! ed S~^H^iS 
hanno appunto v elementi in comune. Ma a^x , per mezzo del quale H^i é 
trasformato, é contenuto in S-^Hg^jS, e dunque non può trasfonnare Hg^i 
in sé stesso. Analogamente Hg^i non può trasfonnare in sé stesso S^^Hg^iS ; 
é siccome ciò é contrario alla relazione (e), cosi possiamo dire che se sono 
solamente due i costituenti transitivi del sottogruppo Gg di un gruppo 
primitivo d^ordine dispari, tale sottogruppo risulta da isomorfismo oloedrico 
fra quei costituenti. 

Il G« risulta da isomorfismo oloedrico fra costituenti transitivi primitivi, 
se questi non sono più di quattro, ed anche questo si deduce facilmente. 
Ammettiamo infatti che ciò non sia: allora all'identità di qualcuno dei 
costituenti transitivi T di grado t corrisponderà in Gg un sottogruppo 
invariante H, che avrà o due o tre sistemi d'intransitività. Ne abbia tre 
e sia {g — a) il suo grado: sarà (a — 1) = ^, © nel coniugato di G» che 
lascia un elemento di T invariato, il sottogruppo H sarà uno dei t coniu- 
gati, il che non può essere giacché sappiamo che questi (a — 1) sottogruppi 
non possono esser coniugati. (*) Ne abbia dunque due; allora è w— a=0, 
mod. 2 e anche a — 1^0, mod. 2 e gli (a — 1) sottogruppi (a) potranno 
venir trasformati solamente per mezzo d'un gruppo T* avente due costi- 
tuenti transitivi, il che conferma l'affermazione fatta. 

9. I costituenti transitivi T, , Tg , Tj , . . . di Gg siano d'egual grado t 
e d'ordine Si , 8%, «s,... rispettivamente: mostreremo che se i rapporti 

fi 7"» 7" > • • • non contengono un dato numero p che sia fattore di ty 

l'ordine di Gg è della forma ki, essendo k un numero primo con t. 

Ammettiamo ancora che ciò non sia e che il sottogruppo invariante Hg 
di Gg corrispondente all'identità in Ti sia d'ordine h=qp^, essendo q 
primo con p ed rn > ; le sostituzioni di H, che hanno per ordini qualche 
potenza di p generano allora un gruppo H'g d'ordine qip^f invariante 
in Gg. Nel coniugato G^ di Gg lasciamo invariato un elemento apparte- 
nente a Ti : avremo — sostituzioni di Gg , e H'g apparterrà alla serie 
t 

dei t coniugati che G^ trasforma per mezzo di uno dei suoi costituenti 
transitivi T di grado t. Il sottogruppo invariante H', di G, corrispondente 
all'operazione identica di T contiene le sostituzioni comuni a G, e Gg, 
giacché trasforma H'g in sé stesso, e sarà dunque d'ordine q^p^r essendo q^ 
un numero primo con p. Ma poiché tutte le sostituzioni di Ti i di cui 
ordini non sono numeri primi con p sono di grado t, ne segue che le so- 



ci) Miller, Frac of the London Malli. Soc„ voi. XXVIII, pag. 635: " Se tutti i costituenti tran- 
* sitivi di Gì sono gruppi primitivi, la serie (a) non può esaere una serie coniugata in G'\, 
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stituzioni i di cui ordini sono potenze di p e sono comuni a G^ e Gg ap- 
partengono ad Ha . 

Se H'b contenesse tutte queste sostituzioni di H. , sarebbe invariante 
in Gr ed in Gg , il che non può ammettersi essendo entrambi questi sot- 
togruppi, i massimi. Ne contenga solamente una parte e siano P le rima- 
nenti: l'ordine di [H', , P] è un multiplo di p"+^ ed i due sottogruppi Gg 
e Gf hanno gruppi d'ordine j>™+^ in comune, ciò che invece non può essere 
essendo Fordine di Hg primo con p™+^ già per ipotesi. L'ordine di Gg 
deve dunque necessariamente essere della forma kt, dove, come già abbiamo 
supposto, è k primo con p, numero primo contenuto quale fattore in t. 

Questa proprietà di Gg dà luogo ad alcune importanti conseguenze che 
si possono riassumere brevemente. L'ordine di Gg non può essere multiplo 
del quadrato del numero primo p né se in Gg è un costituente transitivo 
di grado p, né se tutti i suoi costituenti transitivi di grado mp (jp2>wi), 
posseggono jt? sistemi d' imprimitività: se poi i costituenti transitivi di 
dato grado |?« sono di classe p^ — 1, il loro ordine non può essere multiplo 
di j3«+^ Infine, se il numero primo p è grado d'un certo numero di co- 
stituenti transitivi di H. , il gruppo che essi determinano risulta da iso- 
morfismo oloedrico stabilito fra di essi. 

IO. In Gg sia un sottogruppo invariante Hg di grado n — a (a>l): 
mostriamo che allora Gg ha almeno un costituente transitivo il di cui 
grado supera il grado di ciascuno dei costituenti transitivi di Hg . Se 
ammettiamo infatti che quello fra i costituenti transitivi di Gg che ha 
grado più alto sia di grado eguale a quello del costituente transitivo T 
di Hg , allora, siccome Hg entra tanto in Gg che nel suo coniugato G^ che 
lascia un elemento di Hg invariato, i due gruppi Gg e Gr hanno almeno 
un costituente transitivo formato dagli stessi elementi, da quelli di T, 
ad esempio, ed il gruppo [Gg , G,.] è intransitivo. Ma deve invece essere 
identico a G, essendo Gg sottogruppo massimo; dunque Hg non può avere 
il costituente transitivo T di grado quale lo abbiamo supposto. 

Da ciò, ricordando che ogni sottogruppo invariante di un gruppo pri- 
mitivo è transitivo, deduciamo che se tutti i costituenti transitivi di Gg 
sono gruppi primitivi d'egual grado t, il semplice isomorfismo stabilito 
fra di essi determina Gg . Che inoltre, se fra i costituenti transitivi di 
questo è un gruppo regolare T il di cui grado t è minore del suo ordine, 
allora Gg deve possedere un altro costituente transitivo dello stesso grado t 
il cui sottogruppo che lascia un elemento invariante, sposta tutti i ri- 
manenti. 

In una prossima nota applicheremo alcuni di questi teoremi a dimo- 
strare certe proprietà dei gruppi metrici. 

C. Alasia. 
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UN CRITERIO DI CONVERGENZA DELLA SERIE DI LA6RAN6E 



1. La forinola di Lagrange, è noto, ba per i scopo di ottenere una delle 
radici dell'equazione (in z) della forma 

z^U'^tf{z) = (1) 

sviluppata in serie di potenze di t, essendo u e t due parametri e f(z) una 
funzione analitica di z, regolare nel punto 25 = m. 

Il primo membro della (1) è una funzione di s e di t, ^ {z. t) che si an- 
nulla per z = w, ^==0; ed essendo 

per ogni valore di i, sufficientemente prossimo a zero, la (1) ha una radice C 
prossima ad u e sviluppabile nelP intomo di < = 0, nella serie : 

Z = u-\-ait-\- (Ht^ + . . . (2) 



m CUI 



1 {^^^\ 



dove l'indice indica che si deve prendere il valore della derivata per ^=0 

e -^— è la derivata rispetto a t della funzione ricavata dall'equazione data, 

derivata che contrassegnamo coi segni delle derivazioni parziali perchè, ve- 
nendo la funzione ^ a dipendere anche da u, si possono considerare deriva- 
zioni rispetto a. questo parametro. 

Immaginando ora attribuito ad u un valore particolare, regolare per f{z\ 
indichiamo con F (Q una funzione analitica di C, regolare in C = w, sviluppa- 
bile cioè neir intorno di m, in una serie di potenze di C ^ " 

F(0 = raa(C-«)". (3) 

n = 

Se < è prossimo a zero, ^ sarà sufficientemente vicina ad w e si potrà 
trovare un intorno di ^ = 0, per esempio un cerchio di raggio e, nel quale sia 

I C-w| <o 

essendo o una quantità piccola a piacere. Entro il cerchio di raggio t, C — ^ 
è sviluppabile in una serie di potenze di t, quindi, entro tale cerchio, i termini 
della serie yò\ che è convergente in egual grado, sono funzioni finite, continue 
e monodrome di f, regolari per ^ = 0, e F (?) è sviluppabile in una serie di 
potenze di t della forma 

dove 

/ò"F(0\ 



'[f^f^sjf^^-x^' •;■; 
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ò a valore per ^ = della derivata n"»* rispetto a i, di ciò che diventa F(C) 
quando^ per Zi si ponga la serie (2). 
Con facili calcoli, (') si trova 



(?=iì^)-^.i/-(.)F,.„, 



essendo F' (u) il valore della derivata di F ({;) rispetto a Z^ per C = t<. 
Si ha cosi 

F (0 = F (M) + T ^.^^[f („) F'{u)], 

che è la formola di Lagrange nella sua forma più generale. 

Se in particolare 

F(C) = C, 
si ha 

che dà lo sviluppo di una delle radici della (1) in una serie ordinata secondo 
le potenze intere e positive di t 

2. Indichiamo con Uo una radice qualunque deirequazione 

f(z)=--0 

e immaginiamo che, nella (1), al parametro u sia attribuito un valore tanto 
prossimo a uq che, descrivendo nel piano z col centro in 2 = u un cerchio F 
di raggio \ Uo — u\ , entro F e sul contorno, la funzione f{z) si mantenga 
sempre finita, mantenendosi anche diversa da zero nell' intemo di F e annul- 
landosi sul contorno solo in Uo . Descriviamo inoltre col centro in s = u un 
secondo circolo C interno a F, il cui raggio, minore di \ Uo — u | , possiamo 
anche supporlo prossimo quanto si vuole a questa quantità. 
Dalla (1) si ricava 

< =7 <p (g) = 

ossìa 

< = 6i (a — «^) + 6, (2 — M)« + . . . 

con 6i4=0, perchè, essendo 

f{z)-{Z'-'U)r{z) 

^''^ = [Ai]p ' 

si ha 

6, = :^' (u) dp 0. 

La funzione 9 (z) allora, entro C e nel contorno, non si annulla ne diventa 
infinita, tranne in 2=?/, in cui si annulla, e il suo modulo avrà sul contorno 8 
di C, un minimo M© (4= 0). 

Descriviamo ora nel piano tj col centro in ^=0, un circolo C di raggio M©; 
ad ogni punto t entro C, corrisponderà un solo punto C entro C e ^ sarà 
una funzione analitica di t, regolare nell'intorno di t = 0, (*) Per tutti i valori 
di t entro C si avrà uno sviluppo della forma 

il quale dovrà necessariamente coincidere con lo sviluppo di Lagrange. 



(1) Bbrtbavd, Calcul difftrtntiel, 

(>) Bianchi L., Funzioni di variabile compleata, § 58. 
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Possiamo dunque concludere che pei valori di t situati entro un circolo 
col centro in ^ = e con un raggio eguale a Mo , la serie di Lagrange è 
necessariamente convergente. Di qui, il 

Teorema. — Se al parametro u deW equazione 

Z'~u—tf(z)=iO 
sono attribuiti valori sufficientemente proHsimi ad una radice u© delVequazione 

f(z)=-.0, 

tali che, descrivendo nel piano z col centro in z = u un cerchio T di raggio 
|uo — uj entro T e sul contomo la funzione f(z) si mantenga sempre finita, sia 
diversa da zero entro V e si annulli sul suo contomo solo in uo , indicando 

z — u 

con Mo il minimo del modulo della funzione —z sul contomo di un aualun- 

' f(z) ^ 

que circolo col ceiitro in z^^xl e intemo a F, la serie 

e certamente convergente per tutti i valoH di t interni al cerchio col centro in 
t = e coZ raggio eguale a M© . 

Guido Sadun 

Siena. 



LE EQUAZIONI RECIPROCHE IN SENSO GENERALE 



L'illustre matematico francese G. De Longchamps in una interessante 
nota « Sulle equazioni quadratiche » {Jour, de Math., voi. 6®, pag. 265) 
indicò mediante un caso particolare (equazione di 4*^ grado) come ande- 
rebbe generalizzata la teoria delle equazioni reciproche. Siccome noji ho 
visto sviluppato altrove questo concetto, che mi sembra meritevole di con- 
siderazione, ne ho fatto argomento .di questa nota. 

I. Definizione. — (De Longchamps). — Una equazione di grado n, 
f(x) = è reciproca quando si ha identicamente 



A«') = Xa-r(|), 



per valori convenientemente scelti di k e 5.. 

Il numero k lo diremo il modulo di reciprocità della equazione. 
Dalla definizione resulta che affinchè un'equazione 

f{x) = ao«^ + aia?'*-' + • • • + a^-ìX^ + «n-i^c + a„ = (1) 

sia reciproca, deve aversi identicamente 

a^'' + aia?°-^ + . . . + an-i»?' + «n-i»? + 

+ a„ = Xiajc'' + a^k^^-^x + • ■ • + a^^^k^'x^-^ + a„_iA:5c»-' + a^x^). 
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Dalla identifìcazione dei coefficienti resulta 

da cui 
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On = Xao^'" , 






ed anche 
k = 






L't-esima di queste formule dà 



an = ^ifc^ 






e l'ultima 






eliminando k fra queste si ha 



ovvero post< 



n 






«n 



ai = an-iji° 



(R) 

Per n pari si hanno cosi ^n — 1 condizioni che, scritte per disteso, sono 

..,afn-i"an"=«*n+i°ao* (2) 



Oia, 



B/ì n-«=i 



'=an-i"ao°~", aa"«n°^ = an-2X'' 



e per n dispari se ne hanno i{n — 1), che, scritte per disteso, sono 
Oi'*an°""=an_i"ao""', a«"an°"* = an-a"«o''"*,...,a*(n-i)°«n=«Hn+i)ao. (3) 

2. Equazione reciproca di grado pari. 

L'equazione reciproca di grado pari (in senso generale) è della forma 

a^ + aiaj«k-^+ . . . + a^ic^ + . . . + a^X^-V + aj,^-'x + X^^Oo = 0. (1) 

Infatti, data Tequazione 

a^fic^ + aia?"-^ + . . . + a^nX^-^ + • • • + «n-i^' + «n = 0, 

ed ammesso che fra' suoi coefficienti sussistano le (E), ponendo inoltre 
X = fi«, si ha la (1). 

La risoluzione della (1) si può far dipendere da quella di un'equa- 
zione di grado k e da k equazioni quadratiche. 

Infatti, ponendo 

la (1) diviene 

e questa è un'equazione di grado k. Indichiamo poi con ^i , 2/9 , . . . 2/k ^^ sue 
radici, tutte le radici della (1) si otterranno dalle equazioni quadratiche 



aj«_ya?4-X = ^- («'=!> 



.k) 
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Equazioni reciproche dì grado dispari. 

Lemma. — Sopprimendo nella equazione 

do (a?^ + 11°) + a,x (a?»-» + ji»^-») + a^x^ fx-"-* + |ji°-*) + . . . 

...-+■ ai(n-i)a:4(n-i)(aj + |jl) == ; (n = 2fc -h 1) 

la radice x = — |i, V equazione risult^inte è della forvia 

a^n^i ^ Aix»-" + . . . + Aa[i"-*a.-" + Ai|jL"-«a? + a^^-^ = 0. (4) 

La cosa non presenta alcuna difficoltà eseguendo le diverse divisioni 
ed aggruppando convenientemente i coefficienti. Per questi si trova la 

legge di ricorrenza 

Ap = — [1 Ap_i + «p , 

colla condizione iniziale Ao^Aq. 

La (2) è un'equazione reciproca (senso generale). 

Teorema. — Una equazione reciproca di grado dispari (in senso gene- 
rale) ammette la radice x = — V— e soppressa questa radice, l'equazione 

risultante è un'equazione reciproca di grado jjari della forma (2). 

Infatti osserviamo subito che un'equazione generale (1) § 1 può met- 
tersi sotto la forma 

Ax) = a.(x- + ^) + a^xfx-' + ^) + . . . = 0, 

e questa in virtù delle (R) del § 1 può scriversi 

n 

m = oo (a.- + ^)+ a.a.(x- + ^^2) + • • • 

... + aj(„_i).rj(„-i)|^.Y + |^j=:0, 

che è precisamente della forma della equazione piesa a considerare nel 
Lernma, ed il Teor. è dimostrato. 

Da quanto abbiamo esposto risulta pure 

La risoluzione di una equazione reciproca di grado dispari (n = 2r4-l) 
si può far dipendere dalla risoluzione di tina equazione di grado r. 

Equazioni reciproche ordinarie. Prendendo il modulo di reciprocità 

uguale ad 1, si ha — = ± 1. Allora, per 71 = 2r -|- 1 si ha 

{«t) = fln » «n-i = ai , . . . per A: = + 1 
«0 = — rtn> «j = — an_i,... per k = — 1, 

e per n = 2r si ha 

^ ao = «n , fli = «n-i , . . . , a|n = «jii per A: = + 1 

\ao = — «n, «1 = — «n~iyM«in = — «jn cpperò «jn^O per fc= — 1. 
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ApplicazioiiL 

Equazioni di 3^ grado. 

Dalle (3) del § 1 si ricava che deve esistere la relazione 

«i'«i == as'oo , (1) 

fra' coefficienti delPequazione 

aoar» - f a^x^ -\-a^ + a* = Oy (2) 

affinchè ^questa sia reciproca nel senso generale. Lascio alla cnra dello 
studioso il resto dell'applicazione e faccio notare che: 

Un^ equazione reciproca, nel senso generale, di 3^ grado si può mettere 
sotto la forma 

a»X» + aX« + pX + p» = 0. (3) 

Infatti la (2), mediante la (1) e ponendo a? = X — , diviene 
^;X» + ^2X« + a,X + V = 

e ponendo in questa — ^ = a, aa = p si ha la (3) 

o 

La (3) ha una radice X = — — , e la condizione di realità delle altre 

^ ' a 

due è 

(ap + 1) (3aìì — 1) ^ 0. 

Equazioni di 4^ grado. 

La equazione reciproca di 4^ grado (in senso generale) dipende da tre 
equazioni di 2** grado. 
Infatti l'equazione 

Ooic* -|- ai*' -|- ^2^*" 4~ ^8^' + «4 = ^? (1) 

perchè sia reciproca nel senso generale deve ammettere fra' suoi coeffi- 
cienti l'unica relazione 

«i'«4 = ao«8'; (2) 

allora essa diviene 

e ponendo 

questa diviene 

_ , , 2a8 ^ 

«02/ + «i2/ + «2 — -— = 0. 
"1 

In conclusione indicando con y^ ed y^ le radici di quest'ultima, le 
radici della (1) sono quelle delle altre due equazioni 

a?' — aiyiX -|- Oa = 0, x^ — «1^2^? + «3 = ^- 
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Risolvendo efifettivamente la (1) si perviene alle seguenti conclusioni : 
Ponendo 

R = a/ — 4aoai*aa + 8ao«i«a > 

Se R>0 il primo membro della (1) è decomponibile in 2 fattori quadratici reali, 
» R=0 » » » è il quadrato di un'espressione quadratica, 

» R<0 » » » è decomponibile in 2 fattori imm. coniug. 

S'intende bene che la (1) è ritenuta reciproca in senso generale. 
^equazione reciproca (senso generale) di 4^ grado si può mettere sotto 
la forma 

a'j?* + aa?» + ^x'« + Y* + Y' = ^- 

(De Longchamps). 

Infatti basta trasformare la (1) mediante la posizione a.* = — ^X e 

tenere presente la relazione (2). Sotto questa forma più simmetrica la sua 
risoluzione viene a dipendere dalla quadratica 

Equazioni di 5^ grado. 

Nel caso dell'equazione di 5** grado 

a^a?* + Aia?* + ^^^ + ^«^*' + ^4^' + «b = 0, 
le relazioni che debbono sussistere, perchè sia reciproca in senso gene- 
rale, sono 

e mediante queste relazioni essa può scriversi 

5 

e messa sotto questa forma si vede che ammette la radice x = — ]/"• 

Sopprimendo questa radice, le altre radici della equazione in questione 

si otterranno dalla equazione di 4° grado 

b 

aoX^-{- (ai— ao[i) »'+ (a^ — ai[i + ao;i*) x^+ (aiu*— «ou') x + ao|JL* ((1=1/^1 

che ha la forma 

cioè di un'equazione reciproca in senso generale. 

G. Candido 

Galatina. 
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INTOIINO iO UKA FORMA DEL POTENZIALE DI UVA MASSA SFEBIGA, 
U GUI DEKSITl NON SIA GOSTANTE 



Nel suo celebre Trattato di Analisi, {}) Émile Picard, come applicazione 
delle nozioni relative agli integrali multipli, studia le proposizioni più 
semplici della teoria deli-attrazione. 

Suppone ripartita, in un corpo attirante, la materia in modo continuo, 
in modo cioè che la densità ò sia una funzione continua delle coordinate 
a, b, e d'un punto variabile della massa attirante. Le tre componenti 
X, Y, Z delPattrazione esercitata su un punto di coordinate a*, y, z sono 

allora 

\ — x) ,h -du 



-III 





r» 




■{b- 


-2/) -5 


.du 


{c- 


-z).Ò. 


du 



ove du = da. db .de e r' = (a? — a)* + (^ — ^T + (^ — ^)'y gli integrali 
tripli essendo estesi alla massa attraente. Le X, Y, Z sono da considerarsi 
come funzioni di x, y, z. Si dimostra che esse sono le derivate parziali 
rispetto ad a?, y, z d'una stessa funzione rappresentata dall'integrale 

. du 



V(.,,,.)=///^ 



esteso alla massa attirante, ed al quale si dà il nome di potenziale. 

Si stabiliscono quindi le seguenti proprietà generali del potenziale 
V (;r, y, 2) : 

Esso è una funzione continua in tutto lo spazio, e lo sono altresì le 
sue derivate parziali del primo ordine. Le derivate seconde sono continue 
nell'interno ed all'esterno delle masse attiranti; la superficie di separa- 
zione del mezzo esterno e delle masse attiranti sarà per esse una super- 
ficie di discontinuità. Si ha inoltre 

AV = 
all'esterno, e 

AV=-4k50 

all'interno delle masse attiranti. 



{}) Emilb Picard, Tratte d'Analyae. Tome I. 
(i) Formala celebre dovuta a Foisson. 
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Di più, V (a?, y, z) tende verso zero quando il punto (a?, y, z) si allon- 
tana all'infinito in un modo qualunque. 

Stabilisce che queste proprietà sono caratteristiche del potenziale e 
dimostra il seguente 

Théorème. — V représentera nécessairement le potentiel en (x, y, z) 
dil à rattraction d'une matière répartie dans chacun des volumes, la loi 
de la densUé etani représentée en chaque point par la fonction e. Q) 

Basandosi su questa proprietà si conoscerà il potenziale dovuto al- 
l'attrazione di un corpo se si potrà determinare una fuzione V soddisfa- 
cente a tutte le condizioni precedenti. 

Cosi il Dirichlet in una sua « Memoria > , (') nel caso deirellissoide, 
dà la seguente forma del potenziale V (a?, t/, z) dovuto all'attrazione del- 
Fellissoide 









* * 



Nella presente memoria, seguendo un procedimento speciale, mi pro- 
pongo di determinare la forma di V quando si abbia una massa sferica 
nella quale la densità non varia, come generalmente si considera, per 
superficie sferiche concentriche, ma per superficie sferiche interne alla 
data e con i centri successivamente situati sopra un diametro di essa. 



* 
* # 



Vediamo pertanto quale relazione interceda fra l'ascissa del centro 
della sfera mobile ed il suo raggio, perchè le sfere sieno successivamente 
l'una interna all'altra. 

L'equazione di una superficie sferica, riferita ad assi ortogonali car- 
tesiani, col centro di coordinate a, 6, e e di raggio r è 

(a,_a)« + (y_6)« + (z_c)» = r». 

Se si immagina che a, h, e, r sieno tutte funzioni di una stessa varia- 
bile w, l'equazione 

[^ _ a {u)Y + [y - & («)]» + [z-c («)]■ = r" («) (1) 

rappresenta, per ogni valore di ti, una superficie sferica di raggio e 
centro diverso. 

Se nell'equazione (1) facciamo quindi variare con continuità la m, va- 
ri eranno pure con continuità la posizione del centro e la lunghezza del 
raggio. I centri delle superficie si troveranno, per conseguenza, su di una 
linea gobba di coordinate a (w), h (if), e («), 



(1) Cfr. op. cit pag. 173. 
(«) Journal d« Creile, t. 32. 
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Ora, la condizione perchè di due superficie sferiche Puna sia interna 
all'altra è che la differenza dei raggi sia maggiore della distanza dei 
centri; per cui dovrà essere soddisfatta la ineguaglianza 

y[a(«+dtO— a(it)]«+[ò(u+du)— 6(«)]*+ [e {u+du)^c{ii)Y < 

< I r (m + rfu) — r (m)|, 
od anche 



ri du j + l du j + v ^^* / 



e quindi; al limite, 



> 

du 

r (te + ^^*) — *• (w) 
du 



li/p+©"+(.^)"l 



< 



dr I 
du 



Quindi; purché questa condizione sia soddisfatta, qualunque siano le 
a, bf e, r, V equazione (1) rappresenta un sistema di superficie sferiche 
aventi i centri sopra una linea gobba, e poste Vuna dentro Valtra, 

Per conseguenza, Tequazione 

[x^a (u)]« + [y-b (w)]» + ^« = r« (m) 

rappresenterà un sistema di superfìcie sferiche eccentriche, i cui centri si 
trovano sopra una linea posta nel piano xy, determinato dalle equazioni 

a {u) = X, b (il) = y. 

Di tali superfìcie l'una sarà interna all'altra quando sia 



l»/(ir+(0 



< 



dr 
du 



Finalmente, l'equazione 

[x-a{u)Y + y* + z' = r'{u) 

rappresenterà un sistema di superficie eccentriche, i cui centri sono sul- 
l'asse delle a?; e la condizione che, in tal caso, dev'essere soddisfatta perchè 
l'una sia dentro l'altra è 

\dr 



ossia dev'essere 



m)' 



<\:jt. 



du 1 ' 



\—\ 
du 



I dr 



Se la u si riduce alla a, allora dev'essere 

dr 



1< 
Se la u si riduce alla r, allora 

1> 



du 

da I 
du 
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Vediamo ora quale forma prenda V integrale triplo generale esprimente 
la funzione potenziale di un corpo quando, come abbiamo precedentemente 
detto, la densità della massa vari per strati limitati da superficie sferiche 
le une interne alle altre, ma coi centri in linea retta. 

La densità della massa sarà funzione del parametro della superficie, 
cioè sarà costante su ogni superficie. Imagìneremo gli straterelli di spes- 
sore infinitesimo e di densità o costante. È chiaro che la funzione poten- 
ziale di tutta la massa sarà equivalente alla somma delle funzioni poten- 
ziali dei singoli straterelli. 

Per determinare la funzione potenziale relativa ad uno straterello 
qualunque, si consideri una sfera omogenea di densità 1 e di raggio r: la 
sua funzione potenziale relativa ad un punto esterno è 

r« 

dove l indica la distanza del punto potenziato dal centro della sfera. Se 
si imagina di levare da questa sfera un'altra sfera, che non sia concentrica 
ad essa, e di raggio r^ , la funzione potenziale dell' involucro rimanente 
sarà quello della prima sfera diminuito di quello della seconda ; cioè sarà 



t 






dove (i indica la distanza del punto potenziato dal centro della seconda 
superficie sferica limite dell' involucro ; e quest' involucro sarà infinitesimo 
se si farà subire uno spostamento infinitesimo al centro della prima sfera, 
e se si farà diminuire di infinitamente poco il raggio di essa. Ritenendo r 
e l come funzioni di una variabile indipendente ti, se le due superficie 
sferiche limiti dell' involucro corrispondono rispettivamente a due valori u 
e u -f- du del parametro, la funzione potenziale di tale involucro sarà data 
dal differenziale dell'espressione 

Assunta la linea retta, sulla quale si trovano tutti i centri delle 
superficie, come asse delle x, e detta a, funzione di u, l'ascissa dei centri, 
la distanza di un punto di coordinate x, y, z dai centri sarà data da 

La funzione potenziale d'uno straterello sulla massa sferica sarà per 
conseguenza 

sempre supponendo che la densità dell'involucro sia =1. 
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Se invece la densità dello strato è §(u), allora la funzione potenziale 
sarà 

Dando ad u tutti i valori per i quali si hanno tutte le superficie 
sferiche, si avranno le funzioni potenziali di tutti gli straterelli nei quali 
resta divisa la massa sferica totale. La somma di tutte queste funzioni 
potenziali elementari dà il potenziale V del corpo sferico. Si avrà cosi 

Supposto che Un ed Ui sieno i parametri corrispondenti alla prima 
ed all'ultima superfìcie sferica del sistema, saranno t^ ed t/i i limiti del- 
l' integrale. 

Giova notare che se per w = u© è r = 0, allora si ha un corpo sferico 
pieno, limitato dalla superficie sferica corrispondente al parametro u=Ui; 
che se invece per u = ti^ è r diverso da zero, allora si ha un involucro 
sferico. 

Dunque, la funzione potenziale relativa ad un punto esterno al sisteìna 
dei/ essere 

TT A /*"*«./ N ''^ (dr , rx'-ada\^ 

Vediamo se questa funzione soddisfa alle suaccennate caratteristiche 
d'una funzione potenziale. 

Essa pertanto è funzione delle coordinate del punto attratto, le quali 
sono contenute in Ij ed è finita e continua in tutto lo spazio, giacché r, a 
e 8(w) sono finite e continue con le derivate prime per i valori di u 
da Uq ad Ui, 

Se il punto potenziato va all'infinito, l diventa anch'esso infinito, e 
la funzione potenziale diventa nulla. 

Infatti si può scrivere 

r r X —^ a 

I fattori "7" e -^ , per ^ = a, diventano eguali a zero, ed il fattore — j — 

tende al coseno dell'angolo che l fa con l'asse delle x quando il punto 
sia all'infinito; e però 

limV = 0. 

1=00 

La massa M del sistema si ottiene calcolando il limite verso il quale 
tende Vp, dove p è il raggio vettore del punto potenziato, quando p tende 
all'infinito. Ora è 

i»vp=4.,i„fw.^.|(^:+|i.i=-».|;)..,. 
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Quando p diventa infinito, il fattore -y- tende all'unità; e, per quanto 
si è osservato, si otterrà 

lim Vp = 4k r'h{u) . r" . ^ c«u = M . 

Deve pur essere 

lina Yx = cos pò? . M ; 

xmto 

ed infatti si ha 



ovvero 



,. ^T . /^L, X • ^ dr , 
lim Va? = 471 I o(w) . r* . cos px . -^ a?* 

notando che quando il punto potenziato va alPinfinito, le direzioni delle l 
coincidono con quelle delle p. Quindi, per il valore di M già trovato, sarà 

lim Yx = cos pj3 . M. 

Analogamente si ha 

lim Yy ^ cos py . M 

y=oo 

e 

lim Yz = cos pz . M. 

Derivando la V rapporto alle coordinate x, y, z contenute in l si 
ottiene ordinatamente 

P'^, X ^' /l S(x — ay\da ^ 
dy V« ^ ^ l"" du 



P'^/ X , 3(0! — a)?/ rfa ^ 



^ = -^"1 8(«).»-.-p.^.d«- 



J''"'., • , 3(a; — a)z rfo ^ 



Queste derivate si mantengono finite e continue in tutto lo spazio 
esterno alla massa attraente, perchè l non si annulla mai in tutto il corso 
dell' integrazione. 
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Si può porre altresì 

à^ . n^^ / X «•* Tx—a dr , r (1 3. /»— aVì da] ^ 



e quindi 



hm — .p«=4„limj^ o(«)r' p [-^.^ + -3-|y— ^(-^J }^Jd« 



per cui, tenendo presente quanto ai è già osservato, si ha 

òV 
òx 



lun — p* = M cos px. 



Parimenti si ottiene 

lim — — aj* ^ M cos* px. 
òx *^ 

Se si deriva nuovamente rispetto alle coordinate del punto potenziato, 
si ottiene 



d'V 
dx* 



A- r\ t,A ^ ^" / 3(a;-a) 6 (a;-a) ^-IS?» (a;-a)' \ 



5(u) 



^rfg^ sz ^l^iy f^^_^^au, 



~*V„ 5(M)r»^. p (aj — a)(f«. 

Sommando membro a membro si otterrà 

e quindi 

A2V=0. 

La espressione di V così determinata è valida soltanto per i punti 
estemi alla massa attraente e non posti nella cavità interna, se si tratta 
di un involucro. 

G. Repetto 

Seuaari. 

(Continua) 
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QUISTIONI PROPOSTE 



l'equazione 








— 1 X X 


X . 


. X 




X —1 X 


X . 


. X 




X X — 1 


X . 


. X 


= 0. 


XXX 


X . 


. .— 1 


E. Piccioli 



705. Si consideri un'ellisse E ed un'iperbole equilatera H che ha 
per vertici reali i fuochi di E. Se t, t' sono le tangenti condotte da 
un punto P di H alla E, si dimostri che l'angolo di t coU'asse mag- 
giore è uguale a quello di t' coU'asse minore. 

706. Sia F un fuoco, il centro ed M un punto variabile di una 
ellisse, e P la proiezione del centro sulla perpendicolare da M 
alla MF. Trovare la curva luogo di P, e l'area della medesima. 

707. Siano F, F' i fuochi di un'ellisse, A, B, C, D i piedi delle 
normali ad essa condotte da un punto M del suo piano. Trovare il 
luogo dei punti M tali che 

AF . AF' + BF . BF' + CF . CF' + DF . DF' = costante. 

E.-N. Barisien. 



RISOLl'ZIOM DELLE dllSTlONl 700, 701 e 702 



• OO» Da un punto P del piano di una parabola si conducano le tre normali, 
di cui i piedi siano A, B, C. L^ tangenti in A, B, C s'incontrino nei punti Ai , Bi , Ci 
Dimostrare che: 

1°, La retta congiungente P colV ortocentro del triangolo AiBiCi è parallela alla 
congiungente l'ortocentro del triangolo ABC col circumcentro del triangolo AiBiCi . 

2°, I tre punti Ai , Bi , Ci sono situati sopra un'iperbole equilatera avente per 

assintoti Vasse e la tangente nel vertice della parabola data. Questa iperbole non 

cambia, se P si sposta sopra una retta parallela alVasse della parabola, 

E.-N. Barisien. 
Risoluzione del prof. V. Retali di Milano. 

Sia y^ = 2px l'equazione della parabola riferita all'asse e alla tangente al 
vertice: l'iperbole d'Apollonio relativa al punto P (a, P) è 

a:y 4- 2/; (p — a) y — 2pH = 
e le ordinate dei punti d'incidenza son radici della equazione cubica 

y» + 2/; (p - a) y - 2p»3 = 0, 
che si ha eliminando x fra le due precedenti; abbiamo dunque 
yi + ys -h ys = 0, yiy^yz = 2p'p. 
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Per equazione del cerchio circoscritto al triangolo ABC si trova facilmente 
:»' -f y' — (p -f a) « — i Py = 0, 
laonde le coordinate del circumcentro 0{x\ y') di ABC sono 

a?'=i(p + a), y = iP; 

per avere quelle dell'ortocentro H {x"\ y") dello stesso triangolo, osservo che le 
coordinate del baricentro sono 

»"= i (afi + in + arg), y"= 0, 
dunque 

x"= — 2a:'+ 3x"= — 3p + a 

y"'= - 2.y'+ 3y"= - i p. (1) 

I valori delle coordinate dei punti Ai , Bi , Ci , sono 

g, = Mi, >3i = -iyi (2) 

Ip 

e gli altri che se ne deducono con rotazione sugli indici; l'equazione del circolo 
circoscritto al triangolo AiBiCi è 

a:* + y» - (S i> - a) a? + Py + ip (p - a) = 0, 
laonde le coordinate del circumcentro Oi{x'i , y'i) di AiBiCi sono' 

:r'i = ip-ia, y'i = - i P. (3) 

L'ortocentro Hi (x'"i , y"'i) di AiBiCi, per un teorema notissimo, è sulla di- 
rettrice della parabola ed ha per ordinata 

y-,=?^ + i(y,+i,,+y.) = P. (4) 

Dalle (1), (3), (4) risuHa che le due rette HOi , PHi » dell'enunciato sono pa- 
rallele all'asse della parabola. 
Dalla (2} abbiamo 

4/; 
danque, i punti d' incidenza delle tre normali cadono sull* iperbole equilatera 

TOm* Sia M un punto variabile sopra un ellisse della quale FF^ sono i fuochi, 
A A' gli eiftremi delVasse maggiore. Dimostrare che le bisettrici degli angoli MFF', 
MF'A incontrano MA sulle due direttrici rispettivamente. 

E.-N. Barisikn. 

Risoluzione del prof. V. Retali di Milano. 

II teorema e la dimostrazione seguente valgono anche per l'iperbole. Le bi- 
settrici FI, F2, degli angoli MFA, MFA', incontrino MA rispettivamente nei 
punti 1 e 2: il gruppo (M1A2) è armonico e, siccome le rette ortogonali FI, F2, 
passanti pel fuoco sono coniugate rispetto alla conica, il punto 2 è polo di | FI | 
e giace sulla direttrice corrispondente a F. Analogamente: dette 2', l\ le inter- 
sezioni di FI, F2 con MA', si vede che 2' è il polo di | F2 ! e giace sulla diret- 
trice medesima. 

Osservazione. — La stessa dimostrazione vale per la parabola. Siano A, F, 
A', M, rispettivamente il vertice, il fuoco, il punto improprio e un punto generico 
d'una parabola: la bisettrice F2 dell'angolo MFA' incontra MA in 2, sulla diret- 
trice. La bisettrice dell'angolo MFA taglia in 2' sulla direttrice il diametro MA'. 
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"VOS* Se M è un punto d'un'ellisse, della quale F, F sono i fuochi, ÌIL' è U 
simmetrico di M rispetto alVasse minore. Fi , F'i sono % secondi punti d'incontro 
delV ellisse colle rette MF, MF, dimostrare che la retta Fi Fi e la tangente in M' 
s'incontrano sull'asse maggiore. 

E.-N. Babisisn. 

1> Risoluzione doi prof. V. Rotaii di IHilano. 

Se )i è il simmetrico di M rispetto al centro, il fascio M(MVFiF'i) è armo- 
nico (') e per conseguenza le tangenti in M'.p., si tagliano sulla retta Fi Fi . 

GssERVAZiONB. — Il teorema, che vale anche per l'iperbole, è corollario im- 
mediato di una proprietà evidente del quadrilatero completo circoscritto a una 
conica; siano F, F due vertici opposti, O, X i due punti diagonali sopra | FF | : 
poiché il gruppo F'OFX è armonico, i raggi che lo proiettano da un punto arbi- 
trario M della conica segano questa di nuovo in 4 punti armonici Fi(iFiM' e le 
tangenti in )i, M', si tagliano sulla | FiFi | . 

2* Risoluzione del prof. Siblrani. 
Sia data un'ellisse 

a* ^ b* ^' 
in cui a >> ò. I fuochi F, F hanno rispettivamente le coordinate 

{^\^;r:ri^^ o) (V^^rri., o). 

Se M è il punto deirellisse di coordinate xii/i , la MF incontra ulteriormente 
l'ellisse in un punto Fi di coordinate 



Xi = 



yi = — 



2«* - 6* + 2:riVa« - ò* 



a(2a» — 6« -1-2x1 Va*— ^») 
e la MF' incontra ulteriormente l'ellisse in un punto F/ di coordinate 

— (2a* — 6*) n -f 2a« V««— 6* 



X9 = 



yj = 



2rt«_è»-2j:iW 
— 6*Va« — ori» 



a(2a* — 6« — 2a-iVa'*— ò*) 



Il punto M' simmetrico di M rispetto all'asse minore ha le coordinate {—xi, yi) 
e la tangente all'ellisse in M', di equazione 

<|- 0* 

incontra l'asse x in un punto N di coordinate 

X3 = yg = — 0. 

Xi 



0) Ciò 8i pub vedere anche più elementarmente nel modo seguente: 

Essendo f* ed F simmetrici di M ed F' rispetto si eentro O, la retta /iF è parallela a MF' e, 
indicando con ^MI punto d'incontro della /«F con la HM'. risulta f*u' divisa per metà daF, dunque 
ifi' f*Yloo) costituiscono un gruppo armonico ed anche le rette M(MVFiFiO che proiettano quei 
punti da M sono armoniche. {Xota di G. L.) 
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Ora si vede immediatamente che il determinante 

1 1 1 

Xi X% Xz 

yi Vi yz 

è nullo, e ciò esprime rallineamento dei tre punti Fi , Fi, N che è quanto do- 
yevasi dimostrare. 
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Sebastiano Catania. — Corso di Algebra eletnmtare ad uso delle 
scuole secondarie superiori. Catania, Niccolò Giannetta, edit. 1906. 

E noto come, per raggiungere quell'uniformità di metodo che è dote essenziale di 
ogni disciplina scientifica, si cerchi oggi di fondere in un tutto armonico l'aritme- 
tica razionale e l'algehra, togliendone la convenzionale distinzione. Opportunamente 
dunque il Prof. Catania ha fatto seguire all'Aritmetica (*) questo Corso d'algebra, 
che completa l'esposizioiìe di un metodo (*) rimasto finora, nonostante i suoi pregi, 
estraneo alla scuola. Esso si compone di tre parti riunite iu un sol volume per 
il V biennio d'Istituto, e distribuite per il Liceo coll'aggiunta di appendici in due 
volumi, che svolgono rispettivamente il programma della 1* e quello delle ultime 
2 classi. 

Pabtk l^ — I. Numeri relativa — I numeri relativi o con segno (n, r), sono 
introdotti come simboli delle operazioni -{- a e — a (a razionale), iu modo analogo 
a quello tenuto per i frazionar! (R) e per gli stessi numeri naturali (No); e ven- 
gono quindi, in ultima analisi, definiti tutti coi soli segni: 0, +, — . 

I concetti di uguaglianza, di maggiore e minore, di somma, ecc., sono loro 
estesi in modo che quando ci si riduca agli No e agli R, le nuove definizioni 
coincidano con quelle già note. Così, due relativi :r e y si dicono uguali se, essendo 
ti un razionale conveniente (tale che u -{' x sia ancora un R), si ha 

w + a? = t« H- y, 

perchè allora sarà anche, per qualsiasi altro razionale v conveniente, 

« -f a? = t? + y. 

La somma, il prodotto e la potenza sono definite in modo analogo; per es. si 
dice somma di due relativi x e y, un nuovo relativo z tale, che comunque si 
prenda un razionale n conveniente, si abbia sempre 

w-fa: + y=M-f2?. 

La sottrazione e la divisione sono considerate invece come operazioni inverse; 
e la differenza e il quoziente sono definiti per mezzo delle nozioni di numero 
opposto e inverso di un relativo non nullo. 

Da queste definizioni, oltre le proprietà ordinarie, come la nota regola dei 
segni nella moltiplicazione, sono dedotte anche molte proposizioni che mancano 
nei comuni trattati, come quelle relative alle uguaglianze e disuguaglianze alge- 
briche. 



0) Aritnutiea regionale ad oso delle Bcuole secondarie superiorf. Catania, 1904. 
(9) 6. Peako, Arithmttices principia novo methodo exposita, ecc. 
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II. Monomi e polinomi, — Il calcolo letterale è svolto in modo breve e con- 
forme alle parti ispirate direttamente al libro di Peano. Notevole soprattutto, è 
la dimostrazione, omessa in molti trattati» (') dell* unicità dei polinomi Q e R che 
compariscono nella nota relazione 

A = B . Q + R. 

Essa ò dedotta dal principio d'identità, che qui non è assunto per induzione, (*) 
ma stabilito in modo logicamente migliore per mezzo del seguente teorema, di- 
mostrato assai elegantemente: 

Dato il polinomio 

f{x) = da:» -f òjc»-* -f cjt"»-« -f . . . + *ar -f Ar, 

è sempre possibile assegnare a x un valore positivo abbastanza grande, perchè il 
valore assoluto di ax" superi la somma di tutti gli altri termini. {*) 

La regola di Ruffini ò data anche per il caso che il divisore sia della forma 
ax — b, (*} 

Le proprietà e le regole delle frazioni algebriche sono esposte col metodo 
semplice tenuto dal Faifofer. (*) 

III. Equazioni di P grado, — Stabilite in modo chiaro le idee di variabile, 
di funzione e d'equazione, e premessi pochi cenni sui concetti di limite e d'infi- 
nito, r A. espone i teoremi sull'equivalenza, fra cui un metodo per dedurre da 
un'equazione frazionaria contenente l'incognita al denominatore, una equivalente 
a forma intera. 

Seguono le risoluzioni dell'equazione generale a un'incognita, e dei sistemi 
di 2 o >i equazioni con altrettante incognite. Le formule sono discusse. 

Notevoli gli esempi di sistemi indeterminati o incompatibili, che divengono 
determinati e risolubili, coU'assegnare valori particolari alle lettere, diverse dal- 
l'incognite, contenute in essi. 

Riguardo ai problemi, non è omessa l'interpetrazione delle soluzioni negative. 

Parte 2\ — Questa parte contiene la regola d'estrazione di radice (IV), le 
nozioni sulle classi (Y) e sui ligiiti (VI), le teorie dei numeri reali (VII) e dei 
logaritmi (V1II).(«) 

Alle classi in generale, a quella delle frazioni proprie (i)), e ai loro limiti 
superiori o inferiori, l'A. estende le cinque operazioni aritmetiche e le proposi- 
zioni relative. 

L'esistenza di classi che non hanno limite superiore razionale, come quella 
delle radici quadrate di 2 per difetto, induce a introdurre nuovi enti (numeri 
irrazionali), che insieme ai razionali costituiscono i numeri reali o quantità (Q, Qo). 

Risultando essi, così, limiti di classi, son loro estesi immediatamente i con- 
cetti di uguaglianza, di disuguaglianza e delle varie operazioni, già stabiliti per 
i limiti razionali. 

Dopo la teoria dei rfticali, si accenna anche ai numeri reali negativi, e son 
considerate classi delle quantità relative che così si hanno, come la classe 6 
(comprendente y;) delle quantità minori di I. 

Tutte queste considerazioni sulle classi mi sembrano, in verità, poco oppor- 
tune; data la difficoltà dell'argomento, conveniva limitarsi a ciò che era stretta- 



li) Per es. nelle Algebre EUmentari del Faifofer (15* ediz. pag. 85, 86) e del Garbieei (2» ediz., 
pag. 34. 39). 

(Si Cfr. Capelli, Elementi di aritmetica ragionata e algebra. Libro III, % 20; Oazzaniga, lAbro 
di aritm. generale e alg. elementare, pag. 181-186. 

(>) Già pubblicato nel Pitagora, an. XI, n. 3-4-5. La condizione che x e a siano positivi, mi 
sembra superflua. 

[*) Cfr. Nota di G. Sforza, Bollettino di Mattmatira, anno II. 

(S) Tratt. cit., Gap. IV. 

(A) Cfr. Peano, Aritmetica generale e algebra etementare, §§ 29-33. 
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mente necessario per stabilire la teoria dei numeri reali. Conveniva anche usare 
minor concisione e in qualche punto maggior chiarezza: perchè svolgere per es. 
tutta la teoria dei limiti, senza aver detto prima che cosa s'intenda per questi 
limiti stessi? 

£ la teoria delle operazioni era meglio svolgerla per tutti i numeri reali, 
piuttosto che per i soli limiti razionali. 

Quanto all'introduzione degli irrazionali, si osserva giustamente (pag. 184) 
che non è necessaria la considerazione delle classi contigne, però molte ragioni, 
specialmente didattiche, inducono a preferire questo metodo. (*) È certo che l'A. 
seguendolo, avrebbe conseguito anche in questa parte, quella chiarezza che domina 
nelle altre. 

Pabtb 3*. — IX. Equazioni quadratiche e sistemi. — Il cenno sui numeri 
immaginari e complessi, (') rende possibile la discussione completa della formula 
di risoluzione delle equazioni quadratiche e biquadratiche. 

Sono considerate anche equazioni in cui l'incognita è implicita sotto il segno 
di radice. 

Oltre le note proprietà delle radici, l'A. tratta del segno del trinomio 

ax^ -f da; -f- e , 

col variare di a; da — oo a + oo, determina la formula per la somma delle potenze 
simili delle radici, e ricerca il modo di comportarsi di queste radici stesse rispetto 
a uno o due numeri reali. 

Il capitolo termina colla risoluzione di "particolari equazioni e sistemi di equa- 
zioni di grado superiore al V. Sono utile complemento al Corso, le brevi teorie 
delle progressioni (X), degli interessi e annualità (XI) e delle generatrici (XII). 

Le appendici contengono altri argomenti prescritti al Liceo dagli ultimi pro- 
grammi, opportunamente posti a parte per non turbare l'ordine logico della trat- 
tazione. 

La prima completa il programma di 1^ Liceale, contenendo un cenno sui 
radicali, la formula di risoluzione delle equazioni di 2° grado, le progressioni, e 
i logaritmi dedotti da esse, mentre nel testo (2*, Vili) son dedotti dall'equazione 
esponenziale. V'ò anche la definizione delle funzioni trigonometriche, insieme alle 
loro relazioni fondamentali. 

I.a seconda appendice contiene un cenno sui simboli Euleriani, Io sviluppo 
del Binomio di Newton, e alcune nozioni di Analisi indeterminata, (') (soluzioni 
intere, e soluzioni intere positive, dell'equazione ax -{- by = e). Mancano i comple- 
menti alla teoria dei numeri primi. 

Numerosi e appropriati gli esercizi posti alla fine di ogni capitolo: notevoli 
soprattutto le applicazioni geometriche (pag. 277-288) illustrate da brevi schia- 
rimenti. 

In complesso, il libro si rivela utilissimo alla scuola, sia per il rigore logico, 
sia per la semplicità che gli va unita, cosa non facile né comune; e il Prof. Ca- 
tania merita ampia lode per aver compiuto attraverso difiicoltà non lievi, l'ardua 
impresa di ridurre per l'insegnamento secondario l'ammirevole metodo di Peano. 

Dott. A. Natucoi. 



(i) C£r. * Sulla scelta del metodo per la teoria dei numeri irrazionali ^. Bollettino di Matema- 
tica. Anno IV, n. 5-6-7-8. 

(S) Sono introdotti come nuovi numeri i simboli V*~ i*, a cui sono estese le regole dei numeri 
reali. Avendosi 

yzib^VT. V-1. 

ogni numero immaginario risulta come prodotto di un numero reale per V— 1 = t (unità immagi- 
naria). 

(S) Gfr. Capelli, Elementi eit Libro II, n. 13, 14, 19^ Libro III, n. 18. Gàzzanioa, Libro cit., 
pag. 107-112. 
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Roberto Marcolongo. — Meccanica Razionale, — (Manuali Hoepli, 
2 voi. (N. 352-353 e 354-355) di pag. rispettivamente xii-271 e 
vi-324. — Milano, 1905). 

Nella prefazione al suo trattato di * Meccanica Razionale « il Prof. Marco- 
longo dice come egli si sia proposto di: * presentare un quadro sintetico delle più 
importanti teorie della Meccanica classica e di dare anche nn cenno delle piò re- 
centi..., ^^ Orbene; è facile scorgere con un esame anche rapido del libro in pa- 
rola, come il Prof. Marcolongo abbia rag;gìunto egregiamente, sotto ogni rapporto, 
il fine propostosi. 

Egli invero ha studiati, con una trattazione informata ai metodi più moderni 
ed eleganti, i problemi principali della Meccanica razionale, disponendoli in or- 
dine perfettamente logico. Nel far ciò egli prese a base le ricerche classiche dei 
grandi luminari Keplero, Euler, Lagrange, Poisson ecc , che gettarono le basi 
dello studio matematico della scienza del movimento dei corpi, giungendo in pax'i 
tempo a dare cenni degli studi più recenti, quali quelli di Ball, Klein e Som- 
merfeld ecc. 

La fusione delle ricerche, per così dire, classiche con quelle più moderne, fu 
fatta in modo cosi armonico e perfetto che il libro del Marcolongo si presenta 
come un tutto organico ed omogeneo. 

Come dice TA., pure nella prefazione, egli si propose, col suo trattato, di 
riassumere, in gran parte, le lezioni da lui svolte nelT Università di Messina: se 
non che alla materia che ordinariamente si svolge nei nostri corsi di Meccanica 
razionale, egli molto opportunamente pensò di aggiungere nel suo libro, qualche 
cenno su taluni argomenti che possono risguardarsi come costituenti un* introdu- 
zione alla Meccanica superiore ed alla Fisica Matematica. 

L'A. ebbe pure l'ottima idea di aggiungere ad ogni capitolo un buon numero 
di esercizi egi-egiamente scelti, i quali servono a mettere meglio in luce la por- 
tata delle varie teorie svolte, indicando allo studioso il modo di applicarle. Molti 
di questi esercizi servono pure mirabilmente a dare uu' idea di taluni argomenti 
speciali che, pur essendo importantissimi, non potevano, a motivo dei limiti nei 
quali doveva essere contenuto il libro, far parte vera e propria della materia 
svolta. Tutti questi pregi del trattato in parola risulteranno meglio dalKesposizione 
sommaria alla quale ora procederemo degli argomenti studiati dal Marcolongo. 

L'opera è, giusta la consuetudine generalmente seguita, divisa in tre parti 
principali, dedicate rispettivamente alla Cinematica, alla Statica, alla Dinamica. 

La prima parte è forse, per V indole sua stessa, quella nella quale si nota di 
più la modernità dei metodi usati dall'A. Invero molto opportunamente, nella sua 
trattazione, egli si vale sin dall' inizio dei metodi del calcolo vettoriale. Sono 
ben noti i vantaggi che presenta Tuso di questo metodo, in quanto esso permette 
di dare alle formolo maggiore eleganza e semplicità. 

All'esposizione pertanto dei principi del calcolo vettoriale è dedicato il primo 
capitolo del libro in esame. I primi §§ del capitolo (1-5) cuntengoiio le defini- 
zioni e i concetti fondamentali relativi ai vettori : in un successivo § ne è esposta 
l'applicazione allo studio delle curve piane e gobbe. 

1 §§ successivi del capitolo sono dedicati all'esposizione dei concetti di vet- 
tori applicati e localizzati, di coppia, di vettore e coppia risultante, di movimenti 
d'una coppia ecc. È ovvio come da questi concetti si passi in modo assai facile 
e chiaro alla rappresentazione dei concetti fondamentali della meccanica. Nel se- 
condo capitolo l'A. getta le basi della Cinematica, studiando i caratteri fonda- 
mentali dei principali tipi di movimenti, dopo aver dati i concetti di velocità ed 
accelerazione. Notevole per l'eleganza e la chiarezza è il modo col quale nel § 3 
di questo capitolo l'A. espone i caratteri geometrici del moto curvo, fondendo 
felicemente i concetti relativi allo studio analitico delle curve coi concetti mec- 
canici dei quali viene ad occuparsi. 
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Il capitolo terzo è dedicato all'analisi del moto finito d'an sistema rigido e 
allo studio delia composizione dei moti finiti. Nelle formole relative alla tratta- 
zione di quest'argomento l'A. si vale opportunamente di variabili complesse : 
indi, dopo aver tenuto parola dei classici angoli Euleriani, egli introduce i para^ 
metri razionali, il cui uso permette di esprimere con molta eleganza i coseni di- 
rettori che legano le due terne di assi che si vengono a considerare. 

Nel capitolo successivo è studiato il moto istantaneo di un sistema rigido. 
Mercè le notazioni proprie del calcolo vettoriale si deducono qui in modo molto 
elegante le formole di Poisson (§ 3) e le altre relative alla composizione dei 
moti istantanei e simultanei. 

Nel capitolo quinto, dedicato allo studio del moto continuo di un sistema ri- 
gido, emerge in modo particolare il felice uso della rappresentazione geometrica, 
la quale serve ad interpretrare ottimamente i risultati del calcolo. 1 concetti di 
•centro istantaneo di rotazione, di centro delle accelerazioni, di cerchio dei flessi, 
la formola di Euler-Savary sono esposti in modo molto chiaro e felice. Le teorie 
qui trattate sono poi illustrate, negli ultimi §§ del capitolo con applicazioni a 
casi particolari interessanti. Una di tali applicazioni si riferisce al moto continuo 
di un sistema rigido intorno ad un punto fisso che l'A. ha cura di caratterizzare, 
valendosi pure degli elegantissimi parametri dei signori Klein e Sommerfeld. Con 
questo capitolo si chiude la prima parte del libro del Marcolongo. 

La seconda parte, dedicata, come si disse, alla Statica, è divisa in tre capi- 
toli, i quali trattano rispettivamente della composizione delle forze, del principio 
dei lavori virtuali e dell'equilibrio delie curve funicolari. Notevole nel primo ca- 
pitolo, è il modo con cui l'A. pone in relazione l'equivalenza fra i sistemi di 
forze e di vettori. Nel capitolo successivo l'A., dopo aver date le idee fondamen- 
tali intorno agli spostamenti virtuali, tratta della distinzione dovuta a Hertz dei 
sistemi in olonomi e auolonomi e del principio dei lavori virtuali, ponendo in 
rilievo la portata di quest'ultimo con l'aiuto pure di numerosi esempi. 

La terza parte (Dinamica) occupa per intero il secondo volume del trattato 
del Marcolongo. L'esposizione delle leggi fondamentali del moto forma oggetto del 
primo capitolo di questa parte. Oltre a dare queste tre leggi, l'A. espone pure l'im- 
portante concetto di impulso (e forza istantanea) e tratta di alcuni problemi spe- 
ciali classici (moto d'un punto libero, d'un grave in un mezzo resistente, d'un 
punto attratto secondo la legge di Newton, d'un proiettile). 

Nel secondo capitolo, dedicato allo studio di vari problemi intorno al moto di 
un punto risalta il modo chiaro ed elegante, col quale l'A. deduce le tre leggi 
di Keplero e col quale tratta i problemi intorno al moto del pendolo nei vari 
casi che si possono presentare. 11 capitolo successivo incomincia con l'esposi- 
zione del principio di D'Alembert e con la deduzione da questo dell'equazione 
fondamentale della meccanica. Dopo aver trattato delle equazioni di Lagrange 
nella loro prima e nella seconda forma, l'A. accenna pure alle equazioni di 
Appell. Finalmente egli tratta eziandio, per quanto succintamente, delle equazioni 
di Hamilton, valendosi qui della considerazione degli impulsi. Con ciò si può dire 
che il Marcolongo conduce il lettore alla soglia della Meccanica superiore, in 
quanto viene a considerare un argomento, illustrandolo pure con un esercizio (pen- 
dolo sferico), che esce forse dal quadro d'un corso di Meccanica Razionale. 

Nel capitolo successivo sono definiti e studiati i concetti di lavoro, energia 
e di funzione potenziale, e sono esposte le loro principali proprietà. Nel parlare, 
in questo capitolo, dei sistemi conservativi l'A. mostra quale sia l'interpreta- 
zione o, meglio, la giustificazione necessaria del concetto di forza relativa ad una 
delle coordinate generali d'un sistema dinamico. Seguono poi i teoremi fondamen- 
tali delia conservazione dell'energia, del centro di massa e delle aree. 11 capitolo 
si chiude con la definizione di azione e con l'esposizione del noto teorema di 
Jacobi e di quelli della minima azione e del minimo sforzo. 
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II capitolo quinto, dedicato alla dinamica dei siatemi rigidi, oltre ai concetti 
d'indole generale necessari allo studio dell'argomento, contiene in particolare 
una bella esposizione della teoria del moto d'un corpo rigido intorno ad un punto 
fisso. L*A. passa così in rivista i vari casi in cui il problema è risolvibile per 
quadrature. Qui pure l'esposizione e le formole sono rimarchevoli per chiarezza 
ed eleganza. Lo studio della percossa in un punto rigido, con un cenno sulle ri- 
cerche del Ball, e lo studio del problema dell'urto di due corpi chiudono degna- 
mente questo capitolo, col quale termina la meccanica dei corpi rigidi. 

Il capitolo successivo, dedicato allo studio della funzione potenziale newto- 
niana, con speciale riguardo all'attrazione degli ellissoidi, costituisce, a mio de- 
bole avviso, una della parti migliori del libro di Marcolongo ; e menta pertanto 
d'essere segnalato in modo particolare. In esso l'A., dopo avere esposti alcuni 
concetti fondamentali sulla funzione potenziale connettendole a cose dette in un 
precedente capitolo, dà successivamente il calcolo dell'attrazione d'uno strato sfe« 
rico, d'un omoeide sia omogeneo, sia decomponibile in strati omogenei. Egli qui, 
seguendo la via tracciata da Thomson e Tait nella loro " Naturai Philosophy ,, 
si vale di metodi semplici e diretti i quali contrastano con i metodi complicati, 
usati da molti autori nel trattare il medesimo problema. Calcolati poi l'attrazione 
ed il potenziale d'un ellissoide omogeneo, il prof. Marcolongo deduce in modo 
assai semplice e piano i teoremi di Mac Laurin e Chasles, oltre ad altre proposi- 
zioni fondamentali relative all'attrazione. Negli esercizi relativi a questo capitolo 
l'A. tratta di problemi riferentisi all'attrazione e alla funzione potenziale di al- 
cuni corpi semplici, che presentano particolare interesse. 

11 capitolo settimo, ultimo del libro, tratta della idromeccanica. In esso, dopo 
aver parlato dell'equilibrio dei fluidi l'A. dà le equazioni del moto dei fluidi nelle 
due forme di Eulero e Lagrauj^e, trattando pure degli integrali di Cauchy. Allo 
studio dei moti non vorticosi egli fa seguire quello dei moti vorticosi, chiudendo 
il capitolo CAÌ teoremi di Helmoltz. 

Fra gli esercizi relativi a questo capitolo l'A. ebbe la felice idea di conclu- 
derne qualcuno (1^-6°) riferentesi al problema della figura d'equilibrio d'una 
massa fluida ruotante uniformemente. Qui egli dà pertanto un cenno sugli ellis- 
soidi di Mac Laurin e di Jacobi. Questi esercizi costituiscono così un degno com- 
plemento del penultimo capitolo del libro, in quanto assieme con questo vengono 
A dare al lettore un' idea chiara di problemi di capitale importanza relativi al- 
l'applicazione della Meccanica all'Astronomia e alla Geodesia. 

Un lato assai saliente del libro è costituito dalle numerose note storico-biblio- 
grafiche che si trovano, si può dire, ad ogni passo. 

In queste note l'A. dà non solo notizie preziose per chi voglia approfondire 
i singoli argomenti considerati nel trattato, indicando gii autori che in modo 
speciale se ne occuparono, ma fornisce eziandio larghe notizie di carattere sto- 
rico, le quali pongono il lettore in grado di vedere come si vennero formando e 
sviluppando le varie teorie della meccanica, in guisa cho egli possa meglio pe- 
netrarne lo spirito. Molto giustamente l'utilità di tali notizie storiche ò affer- 
mata dall'A. stesso nell' introduzione. 

Riassumendo quanto fu ora esposto, mi sembra che ben si possa affermare 
che il prof. Marcolongo rese col suo trattato un segnalato servigio a tutti gli 
studiosi della Meccanica razionale, in quanto il trattato in parola sarà, senza 
dubbio, utilissimo allo studente il quale per la prima volta imprende lo stadio 
di tale scienza, e sarà al tempo stesso consultato con sommo vantaggio da chi 
sia chiamato ad insegnarla. 

A. VlTBRBI 
Mantova, 

Giulio L azzeri — Dfrettorerespoìusabile 
Finito di stampare il 10 noTembre 1005 



6I0RNAU CHE FANNO Q. CÀMBIO COL "PERIODICO DI MATEMATICA,, 



Italiani: 



Atti della li. Accademia di Bologjia, 
Aiti della lì. Accademia di Napoli. 
Atti del li. Istituto Veneto. 
Atti dell' Accademia pontaniana 

(Napoli). 
Bollettino di Bibliografia e Storia 

delle Scienze matematiche (Torino). 
Giornale di Battaglini (Napoli). 
Il Monitore Tecnico (Milano). 
// Nuovo Cimento (Pisa). 
La Rassegna tecnica (Messina). 



La Riluta tecnica (Torino). 

La. Rivista tecnica italiana (Roma). 

La Scuola Secondaria Italiana 
(Milano). 

Ueco degli Ingegneri e Periti agri- 
mensori (Pesci a). 

Rendiconti del Circolo matefnatico 
di Palermo. 

Rivista agricola industriale (Roma). 

Rivista di Matematica (Torino). 

Rivista Marittima (Roma). 



Stranieri: 

American Journal of Mathematics (Bai ti moie). • 

American mathematical Monthly (Kidder). 

Annals of matematics (Cambridge-Mass). 

Bibliotheca mathematica (Leipzig). 

Bulletin de la Société mathématique de France (Paris). 

Bnllettin de la Société phisico-mathématique de Kasan (Kasan). 

BuUettin of the American mathematical Societj/ (New-York). 

Communications de la Société Mathématique de Kharkow (Kharkow). 

Gaceta de matemàticas elementales. Viteria (Spagna). 

Intermédiaire des Mathématiciens (Paris). 

Jahresberichte der Deutschen mathematiker Vereinigung (Berlin). 

Jomal de sciencias mathematicas e astronomicas (Coimbra). 

Journal de mathématiques élémentaires par H. Vnibert (Paris). 

UEducation mathématique par I. Griess et H. Vnibert (Paris). 

U Enseignement mathém., revue internationale par Lalsant et Fehr(ParÌ8). 

Mathematical Gazette (London). 

Mathesis (Gand). 

Memorias de la Sociedad gientifica Antonio Alzate (Mexico). 

Niew Archief voor wiskunde (Amsterdam). 

Nouvelles annales (Paris). 

Proceedings of the London mathematical society. ^ 

Report of the National Museum (Washington). 

Report of the Smithscnian Instituiion (Washington). 

Revista trimestral de matemàticas (Zaragoza). 

Revue semestrielle deh publications mathématiques (Amsterdam). 

The annals of mathematics (Cambridge-Massachusset). 

The Proceedings and Transactious of the Nova Scotian Institute of 

Science (Halifax, Nova Scotia). 
Tran$actions of the Texas Acndemy of Science (Austin). 
Viadomosci matematycznych (Warszawa). 
Vèstnik òpitnoi Fìsiki i elemmtamoi Matemàtichi. Isdavaemii V. A. Gher- 

nietom. Pod redaktsiei V. A. Zimmermana. Odessa (Russia). 
Zeitschrift fur math. und naturws. Unterricht (Leipzig). 
Wiskundig Tijdschrift (Rotterdam). 



CONDIZIONI DI ABBONAMENTO 



AL 



PERIODICO DI MATEMATICA 



Italia Eotsro 

Periodico di matematica L. 8 9 

Supplemefito al Periodico di matematica .... 2 2,50 

Periodico e Suppleìnento , 9,50 11 

Non si fanno altro che abbonamenti annui decorrenti dal P lu- 
glio al 30 giugno dell'anno successivo. 

Per accordi presi col Presidente dell'Associazione " Mathesis , i 
signori soci di quest'Associazione potranno avere l'abbonamento al 
Periodico di Matematica al prezzo di L. 6 (in aggiunta alla quota 
sociale, pure di L. 6), pagato anticipatamente al Segretario dell'Asso- 
ciazione, prof. Gaetano Riboni, Via Vittoria 53, Milano. 



,-^ <:> 



r- . « V-''C 



Anno XXI Noìi^isìcktf'^I^Mq;^ Fasc, III 




PER 



L'INSEGNAMENTO SECONDARIO 



fondato da DATIDE BES80, eoatlnaato da AURCUO LUGLI 



VD ATTUAUmm mtBTTO 



Prof. GIULIO LAZZERI 



Serie III — Volume III 



SOMMARIO: 

Lazzbri G. — Salla composizione delle forze nello spazio . . . . . Fag, 97 
BoNOLis A. — Suir insegnamento della storia delle matematiche in Russia. , 103 
Repstto 6. — Intorno ad una forma deV potenziale di una massa sfe- 
rica, la cui densità non sia costante /Con //n. e fine v. fase, prec.J . « 119 

GiRAUD G. — I numeri perfetti , 124 

Calvitti G. — Sull'indice minimo di N relativo a^ » 130 

Qnistioni proposte 708-711 „ 142 

Bibliografia. — Wieleitner, Theorie der ébenen algehraischen Kurven 

hdherer ordnnng. — Amedeo, Vita matematica napoletana, (K.) . . , 143 



LIVORNO 

TIPOGRAFIA RAFFAELLO GIUSTI 



1905 



LIBRI ED OPnSGOU RIGEVDTi DALLA DIREZIONE 



Amodeo. — Vita maf^Tnatica napoletana. Studio storico, biografico, bibliogra- 
fico. Parte prima. Napoli, Giannini e figli, 1905. 

CiAMBBRLiNi. — Su alcune proposizioni relative aUa simigìdanza geometrica. 
(Bollettino di Matematica, 1905). 

Dbl Eb. — SuUe focali di Minding. (Rendiconti della E. Acc. dei lincei, 1905). 

Ferrari A. — Intorno allo spezzamento delle linee parallele alle curve piane 
algebìiche. (Idem, 1905). 

Garbieri. — Teoria dei deterviinanti, Ei assunto di lezioni date n^le Uni- 
versità* di Padova e di Genova. Torino, Paravia e C, 1904. 

Sistemi di equazioni lineari, Eiassunto di lezioni date nelP Università 

di Genova. Bologna, Damorani e Albertazzi^ 1901. 

GOMES Teixbira. — Tratado de las curvas especiales notables. Memoria pre- 
miada por la Eeal Academia de Ciencias Exactas, Fisicas y Naturales de 
Madrid, y publicada por la misma Academia. Madrid, imprenta de la 
« Gaceta de Madrid », 1905. 

HoRN. — Gewòhnliche Differentialgleichungen belibiger Ordnung. Leipzig, 
Gòschen, 1905. ^ 

Magrini. — Corso di disegno geometrico per le. scuole secondarie, con 280 figure 
intercalate nel testo. Bologna, Ponga tti, 1905. 

Marlbtta. — SuUe quintiche gobbe razionali. (Rendiconti del Circolo Mate- 
matico di Palermo, 1905). 

Natucci. — SuìV estensione di un teorema di Clebsch. (Giornale di Matematica 
di Battaglini, 1904). 

Sull'estensione del teorema di Desargues. (Idem, 1904). 

Pascal. — Programmi e riassunti di corsi universitari. Università di Pavia. 
Corsi di analisi superiore tenuti negli anni 190ìM)4 e 1904r05. (Bollettino 
di bibliografia e storia delle scienze matematiche, 1905). 

Pesci. — Sabre nomografia elemental, (Re vista trimestral de Matematicas, 1905). 

Severi. — SuUe curve algebnche virtuali apparteìienti ad una superflue alge- 
brica. (Eendiconti del E. Ist. Lombardo di Se. e Lett., 1905). 

WiELBiTNER. — Thcorìe der ebenen algebraischen Kurven hoherer Ordnung. 
Leipzig, Gòschen, 1905. 



^ 



A."^^V^ISO 



Presso la Sig.™ PIA PADERNI ved, LUGLI, Tia Agostino l)e- 
pretis n. 86, Roma, trovansi vendibili, legate in volumi, le serie 
complete del Periodico, dal 1® a tutto il 10" anno al prezzo ridotto di 
Lire 50 all'interno e di Franchi 60 in oro, per gli Stati déirUnione 
Postale; e le annate complete separate, pure rilegate in volumi dal 
3** al 10** anno, nonché i fascicoli sciolti dei suddetti anni, a prezzi da 
convenirsi. 

Le annate dalla 11** alla 20** (1896-1905) del Periodico di Matematica 
si trovano in vendita presso la direzione al prezzo di L. 6 per V in- 
terno e di L. 7 per Testerò, le prime tre, e di L. 8 per T interno e 
L, 9 per l'estero le altre. 



* JAN ?41005 !^.. 
SULLA COMPOSIZIONE DELLE FORZE NELLO SPAZIO 



È noto che per comporre un sistema di forze qualunque si 
possono usare vari metodi, fra i quali i più noti sono quello dei 
tre punti, quello della piramide funicolare, quello della rete funi- 
colare, quello del piano trasversale e del centro di riduzione. 

Quest'ultimo, come è noto, consiste in questo. Dato un sistema 
di forze f, si scelga ad arbitrio un punto arbitrario ed un 
piano TU. Detta Aj la traccia della retta di f sul piano tc, il piano Of 
taglia Tc secondo una retta r^ passante per Aj , e si può scomporre f 
in una forza p., sulla r^ ed in una q^ sulla OAj . Tutte le forze p^ 
situate in tu si compongono in generale in una forza p, e tutte 
le forze per O si compongono in una forza 5; così il sistema è 
ridotto a due forze. 

Si possono avere costruzioni speciali, dando ad ed a t: posi- 
zioni particolari. Per esempio, se tt è il piano all'infinito, il metodo 
sopra indicato si riduce a trasportare tutte le forze date in un 
punto e nel comporre poi tutta le forze trasportate in e tutte 
le coppie derivanti dal detto trasporto. 

Il sistema si riduce così ad una forza applicata in 0, rappre- 
sentata da un segmento equipollente alla somma geometrica dei 
segmenti che rappresentano le forze componenti, ed in una coppia 
che ha per asse-momento la somma geometrica degli assi-momenti 
di rispetto alle componenti. 

Tutti i vari procedimenti sopraindicati per la composizione delle 
forze nello spazio si possono attuare per mezzo delle rappresenta- 
zioni coi metodi della geometria descrittiva; ma riescono assai 
laboriosi e lunghi. 

H procedimento al quale meglio si applica il metodo di Monge, 
è quello del piano trasversale e del centro di riduzione, quando 
il piano trasversale è uno dei piani di proiezione ed il centro di 
riduzione è il punto all'infinito della retta perpendicolare a tale 
piano. 
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Siccome questa costruzione è appena accennata nei più diflFusi 
trattati di statica grafica, ho creduto non del tutto inutile questa 
nota destinata ad esporla con qualche dettaglio insieme con la 
discussione relativa ad essa. 

Sebbene la cosa non presenti difficoltà, mi lusingo che possa 
avere qualche pratica utilità. 

I. Siene date w forze /ì individuate per mezzo delle loro proie- 
zioni su due piani ortogonali, e supponiamo da prima che il seg- 
mento equipollente alla somma geometrica dei segmenti che rap- 




presentano le /l non sia nullo, e per conseguenza almeno una 
delle sue proiezioni non sia nulla. Anzi con uno spostamento di 
piani di riferimento, potremo supporre che ambedue le proiezioni 
suddette non siano nulle. 

Nell'annessa figura abbiamo supposto che le forze date siano 
cinque; A^B',, A"iB"i sono le proiezioni delle rispettive linee di 
azione, A'i , A'\ le proiezioni della prima traccia ; a parte poi sono 
disegnate le due proiezioni F'oF'iF'aF'aF'^F'g, FoF"iF"2F'8F"4F"5 
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di un poligono delle forze, cioè avente i suoi lati equipollenti alle 
forze stesse. È chiaro che i lati di chiusura F'qF's , F'qF' 5 determi- 
nano la direzione principale del sistema. 

È opportuno osservare che per poter fare il disegno occorre 
che le traccie omonime, per es. le prime, sian tutte nel piano del 
disegno. Qualora fossero troppo lontane l'una dall'altra si potrà 
immaginare spostato quanto occorre il primo piano di proiezione 
parallelamente a sé stesso, il che si effettuerà assai rapidamente 
spostando la linea di terra. 

Ogni forza /l può essere scomposta in una forza pj situata nel 
primo piano di proiezione ed in una q^ perpendicolare ad esso. 
La Pi avrà per linea d'azione la A'jB'j , la g, passerà per la traccia A^ 
Il poligono delle forze p^ è il poligono F F'i F ^ . . . , quello delle q^ 
è Q0Q1Q2 • • • 7 essendo Qo ? Qi , Qs • • • > 1® proiezioni dei vertici F' , 
F"i , ¥"2 , . . . sopra una perpendicolare alla linea di terra. 

Ciò posto per mezzo di un poligono funicolare 1 2 ... si 
determina la risultante delle forze p^y e per mezzo di due poligoni 
funicolari 0' 1' 2'. . . , 0" 1" 2". . . si determina il baricentro Q' delle 
forze qi applicate ai punti A'i. 

In tal guisa il sistema di forze è ridotto ad una forza jj=FoF'5 
nel primo piano. di proiezione ed in una q=Q^Q,f^ = ^q^ applicata 
in Q' perpendicolare ad esso. 

Trasformato cosi il sistema, è facile risolvere i più importanti 
problemi ad esso relativi. 

2. Pboblema. — Determinare l' asse-momento della coppia che 
nasce trasportando tutte le forze del sistema in un punto. 

Per il punto C dato si conduca la parallela alla direzione prin- 
cipale e si trovi la sua prima traccia; poiché il momento della 
coppia che si ottiene prendendo per centro di riduzione un punto C 
non varia se C si sposta nella direzione principale, possiamo deter- 
minare il momento relativo alla traccia suddetta. 

Ciò premesso, sia D' la traccia. Trasportando in D' la p avre- 
mo una coppia di asse-momento eguale al prodotto di p per la 
distanza di ì)' dalla retta di essa, che ridotto ad una base arbi- 
traria si dovrà riportare perpendicolarmente al primo piano di 
proiezione. Trasportando q in D' nasce una coppia il cui asse 
momento eguale a D'Q' X q deve esser portato, ridotto alla stessa 
base, sul primo piano di proiezione perpendicolarmente a D'Q'. Ciò 
fetto, la composizione dei due assi-momenti non offre difficoltà 
alcuna. 
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3. Pboblema. — Determinare V asse principale del sistema di 
forze fi. ' 

È noto che Tasse principale è la retta, parallela alla direzione 
principale, luogo dei punti pei quali il momento del sistema è 
minimo, oppure dei punti pei quali Tasse-momento è parallelo alla 
direzione principale stessa. E pure noto che esso incontra la retta 
che rappresenta la minima distanza fra due rette reciproche qua- 
lunque ed è perpendicolare ad essa. 

L'asse principale cercato deve dunque passare per un punto 
della retta Q'P, minima distanza fra le due rette reciproche con- 
tenenti p, q, in un punto C, che può esser facilmente determinato 
colle considerazioni seguenti. 

Siano Xj y le sue distanze da P e da Q', e d = Q'P, di guisa 
che sarà x + y = ^- I momenti di p, q rispetto a C sono eguali 
rispettivamente a xp^ yq e gli assi-momenti relativi sono perpen- 
dicolari fra loro, perchè il primo è perpendicolare al primo piano 
di proiezione, il secondo giace in quello, perciò il quadrato del 
momento M del sistema rispetto a C è 

W = fa? + gV =p^x' + g» (d — xf, 
ossia 

M« = (p« + 9^)ar» — 2qH. x + g^d». 

Per conseguenza ' 



Per 

si ha 



9' 



,3 



i> +g 
d[W)_ d\W)^ 



dx da? 

e quindi M^ è minimo. In conclusione il punto C per il quale deve 
passare Tasse principale del sistema è determinato dalle seguenti 
condizioni 



e quindi 






X (f 



y r 

L'asse principale dunque divide PQ' in parti inversamente pro- 
porzionali ai quadrati delle forze jp, g. 
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Si giunge facilmente allo stesso risultato anche senza fare uso 
del calcolo, colle seguenti considerazioni semplicissime. Traspor- 
tando in un punto C di PQ' le forze p, q, gli assi-momenti che 
nascono sono xp^ yq e sono rispettivamente paralleli a g, p. Affinchè 
la risultante delle due forze p^ q sia parallela all' asse-momento 
risultante dei due yq^ xp è dunque necessario e sufficiente che -sia 

^ = ^, 
xp q ' 



ossia 



X 



y p^' 

Basta dunque costruire il triangolo rettangolo che abbia i suoi 
cateti eguali a p e g. Le proiezioni di questi sull'ipotenusa sono 
proporzionali ai quadrati di p, g, e per conseguenza se si divide 
Q'P=d in parti proporzionali alle proiezioni suddette, avremo i seg- 
menti X, y e quindi il punto C. 

4. Problema. — Trovare il momento di un sistema di forze rispetto 
ad una retta arbitraria. 

Supposto di aver ridotto, come nel § 1, il sistema a due forze p, q 
Tuna situata nel primo piano di proiezione, l'altra ad essa perpen- 
dicolare, il momento del sistema rispetto ad una retta r è uguale 
alla somma dei momenti di p, q rispetto ad r. 

Sia M'M" la prima traccia di r, e prendiamo su r un segmento MN 
ugnale all'unità. Il momento di p rispetto ad r è sei volte il volume 
del tetraedro che ha per spigoli opposti MN e p ; la misura della 
base Mp di questo tetraedro è \p . d, essendo d la distanza di M' 
dalla retta di p; la sua altezza è NqN", dunque il momento di p 
rispetto ad r è 

p.d. NoN" 

ossia è uguale al momento del sistema di forze pi rispetto alla prima 
traccia della retta r, moltiplicata per la proiezioìie del segmento unità, 
appartenente alla r, fatta sopra una retta perpendicolare al primo 
piano di proiezioìie. 

Il momento della q rispetto ad r è sei volte il volume del te- 
traedro che ha per spigoli opposti q ed MN = 1 (sulla r) e questo 
tetraedro è equivalente a quello che ha per spigoli opposti M'N' e q. 
Essendo h la distanza di Q' dalla prima proiezione M'N' di r, la 
bafie Q'M'N' di questo tetraedro ha per misura i h . M'N' e l'altezza 
di essa è g, dunque il momento di q rispetto ad r è 

MN'. h . q 



i 
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ossia è Uguale al momento del sistema di forze parallele q^ applicata 
nei punti A\ rispetto alla prima proiezioìie della r, moltiplicata per 
la prima proiezione del segmento unità dato sulla r. 

Trovati i due momenti di p^ g, si trova il momento del sistema 
facendo la somma algebrica di essi. 



5. Nei §§ precedenti abbiamo supposto che la somma geome- 
trica delle /i non sia nulla e non siano nulle nemmeno le proie- 
zioni sui due piani di rappresentazione. 

Conservando V ipotesi che la somma geometrica delle f non sia 
nulla, j)uò avvenire che una sola delle sue proiezioni sia nulla, 
nel qual caso T altra proiezione è uguale alla somma stessa. In 
altre parole può avvenire che una delle poligonali F o F'i . . . F'„ , 
F"o F"i . . . F", sia chiusa. 

1®. Supponiamo che sia chiusa la poligonale F o F'i . . . F'„ ed 
aperta la F'q F"i . . . F"„. Procedendo esattamente come nel § 1, 
troveremo per risultante delle forze pi una coppia coirasse-momento 
perpendicolare al primo piano di proiezione, e come risultante 
delle q una forza perpendicolare al piano stesso. Ne segue che la 
retta di quella risultante è senz'altro Tasse principale del sistema. 

2**. Supponiamo che sia chiusa la poligonale F"o F'\ . . . F",* ed 
aperta la F'qF'i . . . F'„. In questo caso le Pi si compongono, come 
nel § 1, in una sola forza p per mezzo di un poligono funicolare; 
e le ^4, essendo S^i = 0, si compongono in una coppia situata in 
un piano perpendicolare al primo piano di proiezione, del quale 
si può determinare la prima traccia nel modo seguente. 

Scelta una qualunque delle ^j, per esempio la g,,, le rimanenti 
si devono comporre in una forza uguale ed opposta alla g„ mede- 
sima, applicata nel baricentro K, degli n — 1 punti A'i , A'g . . . A'„_i 
affetti da coefficienti proporzionali alle gì, ^2 • • • Su-i- La traccia 
del piano contenente la coppia risultante dalle gì, q^-'^n^ dunque 
la KA'„ e il suo asse-momento è perpendicolare a KA'„ sul primo 
piano di proiezione. Si determina facilmente la grandezza di questo 
momento, ridotto ad una data base uguale alla p = F o F'„ , per 
mezzo del poligono funicolare già costruito. 

Ridotto cosi il sistema ad una forza p nel primo piano di 
proiezione e ad una coppia, il cui asse-momento è situato nello 
stesso piano, potremo scomporre quest'asse-momento in due, uno 
parallelo e l'altro perpendicolare a p. Quest'ultimo si compone con p 
ed ha per effetto di spostare p parallelamente a se stessa normal- 
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mente al primo piano di proiezione di lina di distanza uguale a 
quelPasse-momento (poiché si è preso p per base di riduzione). 

Così troveremo Passe principale che ha per prima proiezione 
la ^ e per seconda la parallela alla linea di terra ad una distanza 
da essa, uguale all'asse-momento sopra indicato. 

6. Se ambedue i poligoni F'o F'i . • • F'„, Y'^^ T\ . . . F'\ sono 
chiusi, e quindi anche il poligono obiettivo delle f^ è chiuso, lej^i 
si compongono in una coppia situata nel primo piano di proiezìoney 
e quindi coir asse-momento ad esso perpendicolare, le q^ pure ai 
compongono in una coppia situata in un' piano perpendicolare al 
primo piano di proiezione, la cui traccia su di essa si determina 
come nel § precedente. La composizione di queste due coppie 

non presenta difficoltà. 

G. Lazzebi, 



SEL'INSEeNAMENTO BELU STORIi BELLE MATEMATICHE IK HBSSIA 



Di fronte al risveglio delle ricerche storiche, ed alT interesse ge- 
nerale che ai nostri giorni desta lo studio delle varie discipline nella 
loro storica evolnzione, le scienze esatte, e particolarmente le scienze 
matematiche, non potevano restare del tntto estranee a quest'ordine 
di stndii; e benché in esse sia sentito meno che in al tre scienze il 
bisogno di risalire ai precedenti storici, pnr tnttavia è certo che la 
conoscenza delle indagini e dei risnitati del passato può in varii casi 
essere utile a completare e ad approfondire le cognizioni e le inda- 
gini presenti; ed è poi innegabile che, per la storia della cultuni ge- 
nerale, e quindi della civiltà, è necessario conoscere quale sia stato, 
nel tempo, il cammino fatto dall'attività intellettuale umana in que- 
st'importantissimo ramo del sapere. 

In Italia, dopo l'opera del Libri (che, quantunque pubblicata in 
Francia ed in lingua francese, è tuttavia nostro vanto, essendo lau- 
tore fiorentino) la storia delle matematiche era stata hiBciata in ab- 
bandono; ma in questi ultimi tempi anche fra noi si nota un lisveglio: 
da vani anni il Favaro ne fa argomento d'un corso facoltativo al- 
l'Università di Padova; il Loria, dell'Università di Genovii, si occnim 
con molto frutto di questi stndii; a Pisa il Lazzerì od a Torino il 
Vailati hanno svolto dei corsi liberi di storia della geojìietria e di 
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storia della meccanica; ultimamente TAmodeo ha conseguito, a Na* 
poli, la libera docenza in storia delle matematiche; e questi studii 
formarono argomento di discussioni e di relazioni nel II Congresso 
storico internazionale che fu tenuto, nel 1903, a Roma. Piìi ancora 
si è fatto nelle altre nazioni, in diverse delle quali questa disciplina 
ha una cattedra ufficiale; e sono note a tutti le lezioni che ne dettano 
il Cantor, il Mansion, il Rouse Ball. Anche in Russia, dove fioriscono 
così valenti cultori delle scienze matematiche, queste si sono comin- 
ciate a studiare nel loro svolgimento storico ; ma poichè,per la poca 
diffusione che ha fra noi la lingua russa, poco o nulla si sa di quello 
che in questa materia colà si è fatto, così credo che possa riuscire 
utile agli studiosi il dar notizia del corso libero di storia delle mate* 
matiche che da poco più di 20 anni svolge, nell'Università di Mosca, 
il professor Bobynin e pubblicare la traduzione del programma da lui 
svolto varii anni f«. (*) Il Bobynin divide il suo corso in due parti, che 
tratta contemporaneamente, dedicando a ciascuna un'ora di lezione 
per settimana; nella prima parte si occupa della storia delle mate- 
matiche nell'evo antico e nel Medio Evo; nella seconda tratta della 
storia delle matematiche nell'evo moderno. Egli si propone di com- 
pletare, in seguito, questo corso generale con un corso speciale della 
storia dello sviluppo delle matematiche in Russia, e ne va, per ora, 
raccogliendo il materiale. 

Il programma del quale pubblico la traduzione, fu svolto a Mosca 
negli anni accademici 1888-89 e 1889-90; e fu pubblicato nel gior- 
nale La scienza fisico-matewatica nel suo presente e nel passalo. 

Nel pubblicare il progranuua l'ho modificato solo lievissimamente 
in qualche punto che non sarebbe riuscito chiaro senza aver presente 
tutto il corso com'è stato svolto. Il Bobynin ha cominciato, qualche 
anno dopo, a pubblicare, nella stessa Rivista sopra citata, le sue le- 
zioni, allontanandosi però alquanto dal programma; ma non avendo 
potuto avere che alcuni fascicoli, contenenti solo una parte del corso, 
non posso darne qui nenmieno un rapido cenno. Soltanto osservo che 
sarebbe forse da desiderare, in qualche punto, un'esposizione meno 
astrusa e più chiara; mentre, d'altra parte, è commendevole il fatto 
che il Bobynin non solo tiene conto di tutto quanto i principali trat- 
tatisti hanno scritto in materia, ma altresì pone a profitto le mono- 
grafie e le scoperte ulteriori, quali, per esempio, quella del papiro di 
Rinda (di cui il Bobynin si occupa largamente) e che venne pubbli- 
cato nel 1877 dall' Eisenlohr nel suo scritto " Ein mathematisches 
Handbuch der alien Aegypter „. 



(1) Mi è grato qui ringraziare il chiarissimo prof. Menzbier, ordinario di anatomia comparata 
nell'Università di Mosca, per mezzo del quale ho potato procurarmi il programma del professor 
Bobynin. 
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Programma del eorso di storia delle matematiche svolto negli 
anni accademici 1888-89 e 1889-90 neirUniTersità di Mosca 
dal libero docente V, T. Bobjnin. 



STORIA DELLE MATEMATICHE NELL' EVO ANTICO E NEL MEDIO EVO 



Lezione I. 



Introduzione. r 

Scopo della sloria delle matematiclie e sua importanza: a) filo- L 

sofica (problemi di filosofia matematica e loro importanza per la storia g 

stessa della scienza) : ^) scientìfica (guida ai lavori di ricerca); e) pe- ij 

dagogica ; d) per la cultura generale. — Inizio degli studii di storia l'I 
delle matematiche. Breve rassegna delle condizioni della letteratura 
storico-matematica nell'evo antico, nel medio evo e nell'evo moderno. 

EPOCA AJiTERlORE AL PERIODO SCIENTIFICO 



Lezione IL 

Origine e primo sviluppo della numerazione parlata. 

Sviluppo generale e particolare delle nozioni relative alla forma- 
zione dei primi numeri. Sviluppo mimico della numerazione. Poste- V 
riore apparizione della numerazione parlata. Trasformazione della 
numerazione fatta con lo dita in numerazione parlata. Ulteriore svi- 
luppo della numerazione in seguito alla formazione del numero 20. 

Lezione III. 

Origine dei sistemi di numerazione. 

Problenra fondamentale della numerazione parlata e sua risolu- 
zione spontanea derivanto dalla natura degli oggetti. Sistemi di nu- 
merazione a base 5, 10 e 20. Forme dei nomi dei numeri in questi 
sistemi. Sviluppo dell'idea delle unità di differenti ordini. Nomi di 
questo unità. Limiti della numerazione raggiunti nelle diverse nazioni. 
Sistemi artificiali di numerazione. 

Lezione IV. 

Origine e primo sviluppo della numerazione scritta. 

Prima applicazione dell'idea della scrittura alla numerazione. Cal- 
colo con pietre o con oggetti. Numerazione coi nodi. Sua condizione 
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presso i Cinesi. Tavola di Lo-sciu. Sua condizione presso i Peruviani: 
Kvipuss (il cordone). Forma grafica della numerazione : tacche, scrit- 
tura figurata degli Indiani deirAmerica settentrionale : scrittura gè- 
roglifica dei popoli civilizzati dell'America centrale. 



Lezione V. 

Numerazione scritta nel suo- stadio più progredito» 

Stato raggiunto dalla numerazione scritta nelle forme più pro- 
gredite della scrittura. Principi! generali dei sistemi con cifre (alcuni 
ancora vigenti ed alcuni antiquati). Metodi dell'indicazione dei nu- 
meri coi multipli delle unita di vario ordine, negli antichi e nei nuovi 
sistemi èon cifre: V metodo dell'indicazione non sistematica; 2^ ad- 
ditivo; 3^ moltiplicativo; 4^ con esponenti; ò** a colonna; 6^ metodo 
di posizione. 

Lezione VL 

Matematiche nelVantico Egitto. 

Stato dell'Egitto e sua popolazione nell'antichità. Breve schizzo 
delle principali dinastie dei re egiziani e principali fatti politici della 
vita dell'Egitto. Tre generi di scrittura usati nell'Egitto. Numera- 
zione scritta nel sistema geroglifico. Papiro di Rinda e sua menzione 
nello studio della letteratura. Breve rassegna del suo contenuto. 

Lezione VII. 
Matematiche nell'antico Egitto 

(eoDiinmisioiie). 

Stato delle matematiche nell'Egitto al tempo dell'elaborazione del 
papiro di Rinda, dedotto dai dati contenuti nel papiro medesimo. — 
Aritmetica. Numerazione scritta. Trasformazione delle frazioni. .Uso 
dei segni. Somma e sottrazione. Moltiplicazione. Divisione. Eleva- 
zione a potenza. Divisione in parti proporzionali. Rapporti geome- 
trici ed inizio dello studio delle proporzioni. Media aritmetica. Pro- 
blemi relativi alle progressioni aritmetiche. Equazioni di primo grado 
con una incognita. — Geometria. Relativa scarsezza di cognizioni geo- 
metriche nell'antico Egitto. Angoli. Lìnee perpendicolari e parallele. 
Figure. Origine della dottrina della similitudine. Misura delle aree. 
Quadratura del cerchio. Solidi geometrici. Paragone delle piramidi. 
Misura dei volumi dei tronchi di piramide e di cono. Arte del disegno 
lineare geometrico. Osservazioni generali sui principali metodi d'inve- 
stigazione dei matematici egiziani. 
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Lezione Vili. 

Matematiche nell'antico Egitto (flue). 

Notizie che abbiamo delle cognizioni matematiche degli abUanii 

dell'antica Caldea. 

Insufficienza delle nostre nozioni sullo stato e sullo sviluppo rag- 
giunto dalle matematiche nell'antico Egitto nel tempo susseguente 
airelaborazione del papiro di Rinda. Iscrizione del tempio di Edfu. 
Ipotesi che da essa si deduce. — Stato dell'antica Caldea e sua pupo- 
lazione nell'antichità. Scrittura cuneiforme. Numerazione scritta. Sì- 
stema di numerazione sessagesimale. Scoperta di Hincks. Tavola dei 
quadrati e del cuhi di Senkereb. Influenza del principio do! posto 
nella numerazione. Applicazioife dell'aritmetica e della g^^oiiietLia al 
misticismo. Nostre nozioni sulle cognizioni geometriche dei dotti Caldei. 
Divisione del circolo. Gradi. Numero tc. » 

JIATEMATICA NELl'ANTIfA GRECIA. 
PERIODO DELL'ASSIMILAZIONE DELLE COGNIZIONI ACOUISTATE DAL GENERE TMANO 



Lezione IX. , 

Scuola Ionica. 

Conseguenze che ebbe per la scienza il commercio dei Greci coi 
popoli civili dell'Oriente, nel tempo anteriore alla fondazione della 
Scuola Ionica. Biografìa di Talete di Mileto. Sue cognizioni niateniH- 
tiche. Stato delle matematiche al tempo dei successori di Talete. Anas- 
sagora. Studio delle matematiche fatto dalle persone non apparte- 
nenti alla Scuola Ionica. Enopide di Chio. Democrito dì Abdeni, 

Lezione X. 

Scuola Pitagorica. 

Vita ed attività scientifica di Pitagora. Aritmetica dei fiitagorici. 
Studio delle proprietà dei numeri. Progressioni aritmetiche. Dottrina 
delle proporzioni e delle medie grandezze. t 

Lezione XI. 
Scuola Pitagorica 

(continuazione). 

Geometria dei pitagorici. Teorema di Pitagora. Triangoli rettan- 
goli razionali. (^) Linee incommensurabili e numeri irrazionali. Sigili- 



'1) Vi^B nel suo Canon Mathetnatieus «cu ad triangula cum oppendicibu», pubUUc'iit*} tiel l'iTU, 
ha inserita nua tavola che dà la serie dei triangoli rettangoli razionali, supponendo i^'i^ V ìputc* 
Dusa, sia la base, sia la perpendicolare divisa in 100000 parti. Gli angoli corri spomliei ili a ciàiìCMno 
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ficato dell'idea dell' irrazionalità nella dottrina religiosa e filosofica 
dei pitagorici. Equivalenza delle figure. Somma degli angoli interni 
d'un triangolo. Dottrina dei poliedri regolari. Poligoni regolari. Poli- 
goni stellati. Forma, contenuto e metodi della geometria dei pitagorici. 

PERIODO DELL'ATTIVITÀ INDIPENDENTE DEI MATEMATICI 



Lezione XII. 

Matematiche in Grecia nel V secolo. 

Crollo della lega dei pitagorici ed importanza di questo fatto pel 
conseguente sviluppo della geometria greca. Il problema della divi- 
sione d'un arco o d'un angolo in un numero arbitrario di parti uguali 
ed il suo caso particolare della trisezione dell'angolo. Opere di Ippia 
di Elide. Problemi della duplicazione del cubo e della quadratura del 
cerchio. Vita e lavori di Ippocrate di Ohio. Tentativi di Antifone e 
di Brisone per risolvere il problema della quadratura del cerchio. 
Paradossi di Zenone e loro importanza nella storia della geometria 
greca. Stato delle matematiche in Grecia alla fine del V secolo. Prin- 
cipio della dottrina della prospettiva. Teeteto attico ed i suoi lavori. 

Lezione XIII. 

Scuola di Platone. 

Breve notizia della vita e dell'attività di Platone. Sne considera- 
zioni sullo stato e sulTimportanza delle matematiche nell'ambito della 
scienza. Opera di Platone nel dirigere l'attività matematica della sua 
scuola. Lavori di matematiche, e particolarmente di metodologia e di 
filosofia, appartenenti a Platone. Attività matematica dei dotti e loro 
unione con l'Accademia. Laodamante. Attivila matematica degli al- 
lievi dell'Accademia. Dinostrate. Menecmo. Eudosso di Guido. Ermo- 
timo di Colofone. Aristeo il vecchio. Scuola dei peripatetici. Sviluppo 
dell'opera di questa scuola nella storia delle matematiche. Endemie 
di Rodi. Teofrasto di Lesbo. 



di questi triangoli sono stati omessi da Viète, giacché sono assolutamente irrazionali fra loro. 
(Cfr. MoKTucLA, Jiistoire des Mathématiquea, Paris. An. VII, t. I, p. GII.} 

Proclo, nei suoi commentarii sulla proposizione 47 del I libro di Euclide, dà l'indicazione della 
ricerche fatte dai pitagorici sui triangoli rettangoli aritmetici. La formola che adopravano per for- 
mare un numero infinito di questi triangoli può scriversi in algebra come segue: 



«'+(^T=m' 



Platone determinava i triangoli rettangoli in numeri, per mezzo d'un metodo che può es&ere 
fa* \9 fa* \« 

espresso con reqnazione: a«+l Il = (■j'^M * ^^'*'* ^^^^^' Uiatoire de» Mathimatiquea 

en Italie, t. I. p. 206, n. 4.} 
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Euclide ed i suoi lavori. 
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Alessandria. Dinastia dei Tolomei e dimostrazione della protezione 
da essa accordata alle scienze. Scuola di Alessandria. Notizie della 
vita di Euclide. Compendio generale del contenuto degli ** Elementi „. 
Resoconto del contenuto dei libri separatamente considerati. Osser- 
vazioni sullo scopo degli ^ Elementi ,, sul loro grado di originalità 
e sulla forma dell'esposizione. Questione dell'autenticità delle copie 
pervenute sino a noi. Altre opere di Euclide. *" Sofismi (Fallaciarum 
liber) ,. " Porismi ». ** Dei dati (Data) ». " Libro della divisione delle 
superficie (De Divisionibus) ». ** Luoghi sopra una superficie (Locorum 
ad superficiem liber) ». '^ Sezioni coniche ». Opere attribuite ad Euclide 
sulla musica, sull'astronomia, sull'ottica e sulla meccanica. 

Lezione XV. 
Eratoslene ed Apollonio di Perga. 

Notizie della vita e dell'attività di Eratostene. Lettera sulla du- 
plicazione del cubo. Mesolabio. Scritto sulle medie grandezze. Cri- 
vello di Eratostene. Saggio per la determinazione della grandezza 
della terra. — Notizie della vita e delle opere di Apollonio Pergeo. 
Suoi lavori in fatto di numerazione e di calcolo. Otto libri di sezioni 
coniche. Due libri sulla divisione del rapporto. (^) Altre opere di 

Apollonio. 

Lezione XVL 

Matematici italiani. 

Le matematiche in Italia dopo il crollo della lega dei pitagorici. 
Archita di Taranto ed i suoi lavori matematici. Biografia di Archi- 
mede. Opere di Archimede pervenute sino a noi ; loro carattere e 
tendenza. Esposizione delle scoperte e dei lavori di Archimede nei 
dominio della geometria nel piano e nello spazio, dell'aritmetica e 
della meccanica. 

PERIODO DELLA DECADENZA DELLA MATEMATICA GRECA 



Lezione XVII. 
Studiosi dell'ultimo periodo delio sviluppo della scienza matematica greca 
secondo lo spirito greco. 
Osservazioni generali sul carattere e sulla tendenza dell'attività 
matematica di quest'epoca. Nicomede e la sua concoide. Diocle e la 
sua cissoide. Perseo. Zenodoro. Ipsiclo di Alessandria. Lavori mate- 
matici dell'astronomo Ipparco. 



(i> Qui il Bobynin eTidentemente allude ai due libri de MectioM raiioni^ e dà atctioM apatii di 
Apollonio, dei quali il primo fu ritrovato tradotto in arabo e pubblicato da Halley nel 1708, ed il 
secondo fu ricostruito dallo stesso Halley mediante la semplice descrizione che ne dà Pappo. 
(Cfr. MonrucLA, op. cit, t. I, p. 251.) 



no 
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INDIRIZZO PRESO DALLA MATEMATICA tRECA SOTTO L'INFLI'FNZA ESERCITATA IN' PARTE DALLE 
ALTRE SCIENZE E PRINCIPALMENTE DALLE TENDENZE FJ^TRANEE ALLO SPIRITO GRECO 



INDIRIZZO PRESO DALLE APPLICAZIONI 



Lezione XVIII. 

Coltivazione della meccanica e ti ella geodesia, 

Erone di Àlossandrin. Determiniizio^ie del tempo in cui visse e 
notizie biografiche di Ini. Suoi scritti di ineccanioi. Lavori geodetici 
e geometrici di Erone. Sesto Giulio Africano. 

Lezione XIX. 

Coltivazione della trigonometria. 

Studiosi di geometria dell'epoca compresa tra la fine del I secolo 
avanti Cristo e la metà del II secolo dopo Cristo. Gemino di Rodi ; 
Teodosio di Tripoli; Dionisodoro; Sereno di Antista. Menelao di Ales- 
sandria ed il suo scritto " Del calcolo delle corde „. Claudio Tolomeo 
ed i suoi lavori di geometria e di trigonometria. 



INDIRIZZO DELL'ARITMETICA 



Lezione XX. 

Coltivazione dell'aritmetica e dell'analisi inderminata. 

Studiosi dell'aritmetica della scuola neo-pitagorica. Nicomaco da 
Cerasa (di Siria). Teone di Smirne. Timaride. Matematici della scuola 
neo-platonica: Porfirio; Giamblico. Diofanto alessandrino. Contenuto 
del suo libro * Aritmetica „ e sue particolarità caratteristiche. Scritto 
di Diofante ** Dei numeri poligoni „. 

Lezione XXI. 

Epoca della completa decadenza della scienza matematica in Grecia. 

L'epoca è caratterizzata esclusivamente dalla diligenza dei com- 
men,tarii i quali rappresentano la scienza dei matematici. Suo prin- 
cipio e suo progressivo sviluppo. Pappo di Alessandria è il rappre- 
sentante di maggior ingegno di quest'epoca. Contenuto del suo scritto 
** Collezioni „. Patrizio. Teone alessandrino. Ippazia. Matematici della 
scuola di Atene. Proclo. Damiizio di Damasco. Eutochio di Ascalona, 
Giovanni Filppono, 
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Lezione XXII. 

Gl'Indiani. Nostre notizie sulla loro letteratura matematica. 

Origini, organizzazione dello Stato e qnalità nazionali degl'Indiani. 
Loro civiltà. Relazioni con la Grecia e fatti risultanti dalla mutua 
influenza fra le due nazioni. Àryabliatta e parte matematica della sua 
" Àryabhattiana „. Brahmagupta. Contenuto dei capitoli dedicati alle 
inatematiclie nel suo scritto '^ Bralima-sfuta-siddhàuta „. Bhàskara 
Acàrya. La sua opera ^ Siddhàutac^iromani „, Contenuto delle sue 
parti matematiche, cioè dei capitoli Lilàwati e Vija-Qanita. 

Lezione XXIII. 
Matematica degV Indiani. 

Sistemi di numerazione scritta. Le quattro operazioni fondamen- 
tali sui numeri interi. Frazioni. Regole e problemi di aritmetica pra- 
tica. Arituìetica teorica. — Algebra. Regola dei segni. Termini dei 
polinomii. Numeri negativi. Duplicità delle radici delle equazioni qua- 
dratiche. Numeri irrazionali ed operazioni su di essi. Applicazione 
dell'algebra alla soluzione dei problemi di geometria. Teoria delle 
equazioni. — Analisi indeterminata. Osservazioni generali sul proce- 
dimento degl'Indiani nella soluzione dei problemi indeterminati. Equa- 
zioni indeterminate con due incognite di primo e di secondo ^rado, 
e metodo per la loro risoluzione in numeri interi. 

Lezione XXIV. 
Matematica degl'Indiani 

(continuazione). 

Geometria. Particolarità caratteristiche e principii della geometria 
degl'Indiani. Forme indiane della dimostrazione del teorema di Pita- 
gora. Misura dei triangoli e dei quadrangoli. Proposizioni relative 
alla misura del cerchio, delle sue parti, delle linee e dei poligoni rego- 
lari in esso iscritti. Quadratura del cerchio. Approssimazione di il, — 
Trigonometria. Seno e seno-verso ; loro uso e tavole. Triangoli rettan- 
goli piani e sferici. — Caratteri della matematica indiana e sua sfera 
d'influenza. Cinesi; Arabi; Greci; Europa occidentale. 

MATEMATICA PRESSO GLI ARAUI 



' Lezione XXV. 
Letteratura matematica araba e suoi scrittori; 

• Sviluppo della potenza politica degli Arabi. Principali fatti della 
loro storia politica. Primitiva influenza della scienza indiana e pò- 
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steriore prevalenza deirinfluenza greca. Traduzione e commento delle 
opere matematiche degli scrittori dell'antica Grecia. Astronomi e ma- 
tematici arabi nel IX, X ed XI secolo. Matematici egiziani. Astro- 
nomi e matematici arabi in Ispagna. Astronomi e matematici in 
Oriente nei secoli dal XIII al XVI. 

Lezione XXVI. 

Matematica degli Arabi. 

Aritmetica. Numerazione scritta. Arte del calcolo. Regole di falsa 
posizione. Estrazione delle radici. Studio delle proprietà dei numeri. 
Quadrati magici. Serie. Soluzione dei problemi * Aritmetici „ di Dio- 
fanto. Costruzione dei triangoli rettangoli razionali. Residui quadra- 
tici e cubici. — Algebra. Origine dei nomi algoritmo ed algebra. Ter- 
minologia e regola dei segni. Operazioni sulle espressioni algebriche. 
Numeri negativi. Equazioni di primo e di secondo grado. Equazioni 
di grado superiore riducibili a quelle di secondo. Equazioni cubiche 
e di quarto grado. Equazioni indeterminate. 

Lezione XXVII. 
Matematica degli Arabi 

(continuazione). 

Geometria. Primitiva forma greco-indiana della geometria degli 
Arabi. Opere di Alcarismo (Al Chwarizmi), dei figli di Musa ibn 
Schàkir e di Abùl-Wafà. Prevalenza esclusiva dell'influenza della 
geometria greca. Problemi della trisezione dell'angolo, della quadra- 
tura del cerchio e del segmento sferico. Poligoni regolari. Sezioni 
coniche. Contributo degli Arabi alla geometria pratica. Reciproca 
applicazione della geometria e dell'algebra. — Trigonometrìa. Risul- 
tamenti dell'influenza indiana sulla trigonometria degli Arabi. Seni 
e seno-versi, Tangenti e cotangenti. Tavole trigonometriche. Trigo- 
nometria sferica. 

lE MATEMATICHE PRESSO LE NAZIONI DELL'EUROPA OCCIDENTALE 



Lezione XXVIII. 

Stato delle matematiche nelle nazioni che hanno diffuso la scienza 
dei matematici greci nelV Europa occidentale. 

Bisanzio. Carattere e rappresentanti della letteratura matematica 
bizantina dal VII al XV secolo. — Soma. Letteratura matematica 
romana dal suo sorgere nel primo secolo avanti Cristo fino alla ca- 
duta dell'impero romano occidentale. 
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PERIODO DEIL'ASSIMIIAZIONE DELLE COGNIZIONI ROMANE 



Lezione XXIX. 

Epoca dell'attività monastica. 

Ciissiodoro. Boezio ed i suoi lavori. Isidoro di Spagna e le sue 
Origines. Il Venerabile Beda. Alcuino. Attività civilizzatrice di Carlo 
Magno. Stato delle cognizioni matematiche nelT Europa occìdentnle 
alla fine del secolo IX ed al principio del X. 

Lezione XXX. 

Gerberto. 

Vita ed attività scientifica di Gerberto. Principio delT influenza 
degli Arabi. Abbaco e metodi di divisione. Letteratura sugli ab- 
bachi. 
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Lezione XXXI. 

Traduzioni latine delle opere della letteratura matematica araba. 

Progressivo sviluppo dell'influenza araba nell'Europa occidentale 
nell'epoca precedente alle Crociate. Attività dì Att^larto o Adelardo 
di Bath. Platone di Tivoli. Gherardo di Cremona. Traduttori di se- 
condo ordine del XII secolo. Cooperazione alla diffusione della scienza 
da parte dell'imperatore Federigo II e del re di Cnstiglia Alfonso X. 
Giovanni Campano. 

Lezione XXXII. 

Leonardo Pisano, 

Notìzie della vita e dell'attività di Leonardo. Suoi scritti e cenno 
del loro contenuto. 

Lezione XXXIII. 

Assimilazione delle cognizioni scientifiche importate dagli Arabi 
nell'Europa occidentale. 

Stato dell'insegnamento della scienza matematica, nelle università 
medievali. Sviluppo di quest'insegnamento nel XIV e nel XV secolo. 
Letteratura matematica di quell'epoca e suoi rappresentanti più im- 
portanti. 



wr vr'-"'*.-» 



114 



PERIODICO DI MATEMATICA. 



STORIA DELLE MATEMATICHE NELL' EVO MODERNO 



ULTERIORE SVILUPPO DELLE MATEMATICHE NEL RAMO ARITMETICO-ALGEBRICA 



Lezione I. 

Diffusione delle matematiche in Italia. 

Importanza dell'invenzione della stampa e della caduta di Bisanzio 
per lo sviluppo delle scienze nell'Europa occidentale. Traduzioni e 
commenti delle opere dei matematici greci. Soluzione delle equazioni 
cubiche nei lavori di Scipione Ferro, di Tartaglia e di Cardano. No- 
tizie della vita e di altri lavori di questi dotti. 

Lezione IL 
Diffusione della matematiche in Italia 

(contina aziono). 

Risoluzione delle equazioni di quarto grado. Notizie della vita e 
dei lavori di Ludovico Ferrari. Procedimento per la determinazione 
delle radici delle equazioni numeriche. Notizie sui numeri negativi e 
sulle radici negative ed immaginarie delle equazioni. Raffaele Bom- 
belli e la sua " Àlgebra „. Soluzione di Bombelli del caso irriducibile 
della formola di Cardano. 

Lezione III. 

Francesco Viète. 

Biografia di Viète. Sue opere. Lavori sull'introduzione e sul per- 
fezionamento del calcolo letterale. Elucubrazioni di Analisi indeter- 
minata. Ricerche sulla trasformazione delle equazioni e relazioni tra 
i coefficienti e le radici. Nuovo metodo, fondato sul principio di ri- 
duzione, dato da Viète, per la risoluzione delle equazioni di II, III 
e IV grado. Abbassamento di un'unità del grado di un'equazione. 

Lezione IV. 
Francesco Viète 

(continuazione). 

Importanza del metodo di Viète per la determinazione delle ra- 
dici delle equazioni numeriche. — Applicazione dell'algebra alla geo* 
metria. Soluzione di Viète del caso irriducibile della formola di Car- 
dano per mezzo d'un'equazione trigonometrica. Ricerche di Viète sulla 
divisione d'un angolo in un numero dispari di parti uguali [sectiones 
angulares) e loro importanza nella storia dello sviluppo dell'algebra. 
Lavori di Viète in trigonometria ed in geometria. 
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Lezione V. 

L'algebra in Germania, in Inghilterra ed in Olanda, 
Stato della geometria nel XVI secolo. 

Michele Stifel e la sua Arithmetica integra. Scrittori di algebra di 
secondo ordine contemporanei di Viète. Algebristi posteriori a Viète. 
Alberto Girard e le sue opere. Tommaso Harriot e la sua Artis ana~ 
Ij/ticaepraxis. Scomposizione del primo membro d'un'equazione in fat- 
tori lineari. — Indirizzo e carattere dei lavori geometrici del XVI se- 
colo. Giovanni Werner di Norimberga. Lavori geometrici di Tartaglia 
e dì Commandìno. Maurolico di Messina e suoi lavori originali di 
geometria. Opere di Pietro Ramns (Pietro de la Ramée) e loro in- 
dirizzo. Determinazione del rapporto fra la circonferenza ed il dia- 
metro. Lavori di trigonometria e calcolo delle tavole trigonometriche. 
Tavole di Giorgio Joachim von Lauchen o Retico. 



'"^iS 



Lezione VI. 
Progresso délVarte del calcolare. 

Tendenza ad abbreviare ed a semplificare i calcoli risultante dal- 
l'applicazione della geometria all'astronomia. Frazioni decimali. Inizio 
della loro applicazione al calcolo. Loro introduzione nell'uso generale 
fatta da Simone Stevino. Logaritmi. Primo accenno della loro idea 
fondamentale nell'opera Arithmetica integra di Stifel. Biografìa di 
Giovanni Napier. Sviluppo della sua idea dei logaritmi. Le sue ta- 
vole ; le loro susseguenti edizioni in Inghilterra e la loro riprodu- 
zione nelle altre nazioni d'Europa. Enrico Briggs e le sue tavole. 
Lavori di Vlacq. Scoperta dei logaritmi fatta, indipendentemente da 
Napier, dal dotto svizzero suo contemporaneo Giusto Burgi. Diffe- 
renza dello scopo che si erano proposti l'uno e l'altro. 

Lezione VII. 

Renato Descartes ed introduzione fatta da lui della geometria 
neWambito delle scienze che si sviluppano per mezzo dell'algebra. 

Biografia di Descartes. Suoi lavori matematici. Contenuto della 
sua " Geometria „. Risultamenti delle investigazioni di Descartes 
nel dominio dell'algebra. Natura e significato delle radici negative 
delle equazioni. Regola di Descartes per la determinazione del nu- 
mero delle radici positive e negative d'un'equazione. Metodo dei 
coefficienti indeterminati. — Applicazione dell'algebra alla geometria 
delle curve. Applicazione dell'algebra alla teoria delle curve. Dottrina 
delle tangenti. 



i 



116 



PERIODICO DI MATEMATICA. 



Lezione VIIL 

Progresso delVanalisi indeterminata e della teoria dei numeri. 
Inizio della teoria delle Probabilità 

Stato dell'analisi indeterminata nella seconda metà del secolo XVT 
Traduzioni dell' " Aritmetica „ di Diofanto. Biografia di Bachet de 
Méziriac. Suoi lavori. Biografia di Fermat. Suoi lavori sulla teoria 
dei numeri. Biografia di Pascal. Studio, fatto da Pascal e da Fermat, 
dei primi problemi della teoria delle Probabilità. 

SVILUPPO DELL'ANALISI DEGLI INFINITAMENTE PfCCOLl 



Lezione IX. 
Metodo di esanstione. 
Metodo di esaustione di Euclide e di Archimede. 

Lezione X. 

Inizio del calcolo degli infinitamente piccoli 

Considerazioni dei matematici dell'Europa occidentale del XVI se- 
colo sull'antico metodo di esaustione. Primi fondamenti dati da Kepler 
ni calcolo degli infinitamente piccoli. Importanza della sua opera Nova 
stereometria doliorum vinariorum nella storia dello sviluppo di questo 
calcolo. 

Lezione XI. 

Metodo degU indivisibili. 

Cavalieri e le sue opere. Metodo degl'indivisibili ed obbiezioni 
fiilo stesso. I seguaci di Cavalieri. Importanza del metodo di Cava- 
lieri per lo sviluppo del calcolo degl' infinitamente piccoli. 

Lezione XII. 

Altri metodi di quadratura e di cubatura. 

Fonti dalle quali derivano. Metodo di Fermat. Vita e lavori di 
lloberval. Metodo degl'indivisibili di Koberval ed opere che lo espon- 
gono. Opere di Pascal che trattano lo stesso argomento e loro im- 
portanza per lo sviluppo dell'analisi degl' infinitamente piccoli. Me- 
todo di Wallis. Esposizione di esso nella sua opera ** Aritmetica 
infinitorum „. Lavori di Niccola Mercator e di Gregorio de Saint- 
Vincent. 
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Lezione XIII. 

Metodo per condurre le tangenti e determinazione 
dei massimi e minimi. 

Determinazione delle tangenti presso i geometri greci. Metodo di 
Boberval. Metodo di Format per determinare i massimi ed i minimi, 
sul quale è fondato il suo metodo per condurre le tangenti. Metodo 
di Barrow. 

Lezione XIV. 

Isacco Newton ed il suo metodo delle flussioni. 

Vita ed opere di Newton. Metodo delle flussioni. 

Lezione XV. 

Calcolo differenziale ed integrale. 

Vita di Leibnitz e suoi lavori matematici. Primo sviluppo del- 
l'idea fondamentale dell'analisi degl'infinitamente piccoli nelle prime 
memorie manoscritte di Leibnitz. Contenuto delle sue memorie a 
stampa. Disputa con Newton. Parte avuta da Leibnitz nell'ulteriore 
sviluppo dei principii del calcolo. 

Lezione XVI. 

Diffusione dell'analisi degV infinitamente piccoli 
alla fine del XV 11 ed al principio del XV 111 secolo. 

Propagazione del metodo delle flussioni fra i matematici inglesi. 
Taylor. Mac-Laurin. Obbiezioni contro i principii del calcolo difife- 
renziale ed integrale. Propagazione di questo tra i matematici del 
continente. Giacomo BernouUi ed i suoi lavori di Analisi degl'infi- 
nitamente piccoli. Problemi da lui proposti sulla catenaria, sulla curva 
elastica e sulla veliera. 

Lezione XVII. 

Diffusione dell' analisi degl'infinitamente piccoli 
alla fine del XVll ed al principio del XVllI secolo. 

(continuazione). 

Giovanni Bernoulli e le sue opere di analisi degl'infinitamente 
piccoli. Marchese de THópital. Ruggiero Cotes. Abramo do Moivre. 

Lezione XVIII. ' 

Primitivo sviluppo del calcolo delle variazioni. 

Problemi delle brachistocrone e degl' isoperimetri. Disputa fra i 
fratelli Giacomo e Giovanni Bernoulli. 
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Lezioni XIX e XX. 

Leonardo Euler. 

Vita e lavori di Leonardo Euler. I più celebri fra gli scrittori di 
scienza matematica suoi contemporanei. 

Lezioni XXI e XXII. 
Lagrange, 
Vita e lavori di Lagrange. 



SVILUPPO DELLA GEOMETRIA SINTETICA 



Lezione XXIII. 

I geometri del secolo XVI I. 

Midorge. Desargues. Pascal. Gregorio de Saint- Vincent. De la 
Hire. Huyghens. Newton. 

Lezione XXIV. 
/ geometri del secolo XV III, 
Mac-Laurin. Halley. Roberto Simson. Matteo Stewart. Lambert. 

Lezione XXV. 

Monge. 

Vita e lavori di Monge. Importanza delle sue opere nella storia 
dello sviluppo della geometria sintetica. 

Lezione XXVI. 

Carnot e Poncelet. 

Geometrie de position di Carnot. Poncelet ed il suo IVaité des prò- 
priétés projectives des figures. Importanza storica del fatto della libe- 
razione della Geometria dalla necessità di ricorrere all'Analisi pel 
suo sviluppo ulteriore. 

Alfonso Bonolis. 
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DITOItNO AD m FORMA BEL POTENZIALE DI UNA MASSA SFEBIGA. 
U GUI DENSITÀ NON SIA COSTANTE 



Continum. é /Ina v. fate. pree. 



Per avere la funzione potenziale relativa ad un punto occupato da 
massa o posto nella cavità interna, nel caso d'un involucro, dobbiamo 
riferirci alla formula che dà la funzione potenziale relativa ad un punto 
occupato da massa d'una sfera massiccia ed omogenea. Si noti che il caso 
dell'involucro si può ridurre a quello della sfera piena, supponendo che 
la densità ò (u) sia zero sino ad un certo valore di u che corrisponde alla 
superficie sferica, limite interno dell'involucro. 

Sia P un punto posto nell'interno d'una sfera massiccia di densità 
costante 1 e di raggio r, e sia l la distanza del centro da P. 

La funzione potenziale della sfera, relativa a P, si sa essere 

Se si imagina di togliere dall'interno di questa sfera un'altra sfera 
di centro e di raggio diversi da quelli della prima, ma contenente pur 
essa il punto P, detti ri e li rispettivamente il raggio e la distanza di P 
dal centro di questa nuova sfera, la sua funzione potenziale relativa a P è 

E quindi la funzione potenziale dell'involucro che rimane sarà 

2n(r»-r.')_|7t(/»-0. 
Ora se supponiamo che la superfìcie della prima sfera corrisponda al 
parametro u, e quella della seconda al parametro u -{- du, il potenziale 
dell'involucro infinitesimo, relativo al punto P interno ad esso, sarà dato 
dal differenziale rispetto ad u dell'espressione precedente; cioè sarà 

4^r-du^irJ^^du. 



du 



Ovvero, per la natura di l, sarà 



4nr £du+i nix- a) £du 

la funzione potenziale dell' involucro relativa al punto interno P, quando 
la densità sia =1. E se è 5 (w) la densità dell'involucro, la funzione 
potenziale sarà 



i 



m. 
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Ciò premesso, se P è un punto posto nell'interno della massa sferica 
in considerazione, la cui densità varia per superficie sferiche eccentriche, 
esso si troverà sopra una di queste superficie, che supporremo corrispon- 
denti al parametro u. Allora, riguardo a tutti gli staterelli interni alla 
superficie m, il punto è esterno, ed è invece interno riguardo a tutti i 
rimanenti. La funzione potenziale relativa all'insieme dei primi è 

e quella relativa all'insieme dei secondi sarà, ripetendo il ragionamento 
già fatto per ottenere la funzione potenziale relativa all'insieme degli 
involucri ora considerati 

rui df» r^i da 

4:7Z I (u) r ^du-{- ìtz I Ò (u) {x ^ a) ^^ du. 

Quindi la funzione potenziale di tutta la massa, relativa ad un punto 
di essa, ha la forma 

X"» dr T"» da 

ò(w)^^/« + i^/ 5(u)(a: — a)^dM. 

Questa forma della V si può applicare tanto ad una sfera massiccia 
quanto ad un involucro. Riguardo a quest'ultimo il punto può essere o 
nella • cavità o nella massa od all'esterno. Indico con Ve', Vi, V© rispet- 
tivamente le funzioni potenziali relative a questi tre casi. 

Se a' è il parametro della superficie interna dell' involucro, allora da Uq 
ad u' è 5 = 0; e quindi 



Tui dr T"» 

^e' = 471 / ^ 5 (m) ^ ^^ + * ^ / ^ (w) (x — a 



) 3- du. 

^ du 



Sia ora il punto potenziato posto nella massa, e sia u la superficie 
del sistema sul quale si trova. Allora, essendo sempre 
5(w) = da «0 ad «', si avrà 

T7 A /*"-/ N ^V^^ I r x—ada\ 

V, = éKj^ o{u) y (rf^ + 3- -!»- 5^) du + 

f^^ dr /""» da 

+ 47w^^ ò{n),r^^du + Ì7zj^ c{u) . {x — a) ^^ du. 

Finalmente, se il punto potenziato è nello spazio esterno, allora tra u 
ed tt la 5 = 0; e, se u" è l'ultima superficie sferica sulla quale 5 non è 
zero, si ha 

T7 A /*"-/ ^ ^V^^ I ^ x — a da\ 



^ 



ossia 
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Da queste formule si vede facilmente che le Ve» , Vj , V^ si coutinuano 
runa nell'altra. 

Si è già veduto che per la V© è soddisfatta la condizione 

Deve essere altresì 

Infatti, basta osservare che dei due integrali, che compongono la V^ , 
l'uno non contiene le coordinate del punto potenziato e l'altro solamente 
la X in modo esplicito; per cui se ne conclude che le derivate seconde 
sono singolarmente zero, e che quindi è pure 

A,\V = 0. 

Invece, per la Vi si deve verificare la condizione 

AaV, = — 4ii;8(u). ' 

A tal fine, giova notare che, fissato il punto nell'interno della massa, t 
resta determinata la superficie sferica del sistema sulla quale esso si trova. 
In altre parole, date le coordinate del punto potenziato, resta fissato il 

parametro u, che comparisce come limite d'integrazione; e perciò è fun- jj 

zione delle coordinate del punto. ^ 

Nella derivazione, occorrerà derivare non solo rispetto alle x, y, z \ 

contenute nella funzione integranda, ma anche rispetto a quelle implicite | 

in u] ossia bisognerà derivare l'integrale rispetto al limite w, e molti- | 

plicare per le derivate di u rispetto alle variabili x, y, z. f 

Ora, la derivata di un integrale rispetto ad uno dei limiti è, a meno ì 

del segno, ciò che diventa la funzione da integrarsi quando si dà alla ^ 

variabile il valore del limite. ' 1 

Nel caso presente, le quantità r ed l, per il valore di u corrispon- ; 
dente alla superficie sferica del sistema sulla quale è il punto potenziato, 

diventano eguali; e le derivate di r e di a rispetto ad w assumeranno .^ 
valori particolari, ed a diverrà l'ascissa del centro della superficie sferica v. 

Ciò premesso, formiamo le derivate seconde della Vi rispetto alle a?, y, z. 

Per comodità, indichiamo con A', B', C le derivate prime di V© rispetto alle i- 
coordinate a?, y, z contenute nella funzione integranda, e con A", B", C" 
le corrispondenti derivate seconde, che sono già state precedentemente 

determinate. Allora \} 

— =(4^.o(«).r^ + 4«.S(«).(;r-a)^)-- 



^^=A' + i«/ b{u).;^,du; 



>>> 
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donde, riducendo, si ha 

d'V, . ,,, X ^ — a dr du 

--^ = — 47u.5(i/).- 






òx^ 



r ' du dx 



«./ N (^ — ^) ^^ ^" I A '/ 



Analogamente si ottiene 

"-a- = — 471 . o(m) . — . 3-. 7- — 4tu. o(u) . = . :t-.t-+ B 

dy^ ^ ^ r du dy . r* du òy 



d'V. 



z dr du 



^,T = -4«.5(«).-.57..^-4«.ò(«) 



(x — a) z da du 



du òz ' 



Ed osservando che si può porre 

dr du òr da òu da 

du' dx dx du ' dx dx ' 
ed analogamente 

dr du dr da du da 

du ' dy dy du' dy dy^ 

dr du dr da du da 

du' dz dz du' dz dz^ 

sommando membro a membro le precedenti eguaglianze, si otterrà 

A TT A fsr ^ Ir s^^ X ^^ i dr\ \ 

A.V. = _4n.8(u;((.r-«)- + y-+.J.-- 

-4;:.o(«)((x~a)-+y-+2-).-^, 

essendo 

A" + B" + C" = 0. 

Si osservi inoltre che è 

(a--a)»+i/»+s« = r» 

e che a ed r sono funzioni di u e, per quanto si è osservato, funzioni 
di X, y, z. 

Quindi, derivando una prima volta rispetto ad x. una seconda rispetto 
ad y ed un'altra rispetto a z, si ha ordinatamente 

/ . òrt , dr 

— (x — a) — --|-i/ = r — - , 

^ ^ ^y ^ ày 

t , . da . dr 



>• 



ovvero 
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^ dx ^ ^ òx 

, .òa òr 

(x — a)—- = y — r-— , 
^ ^ òy ^ òy 

, .da òr 

^ ' òz òz 



123 



Si moltiplichino i membri di queste eguaglianze rispettivamente per 



x — a y 



r^ ' r" r 



' iJi' 



{x — a)' òa (x — aV òr x — a 

r* ' òx \ r / òx' r ' 
(x — a)y òa (y_y_ àr y_ 

r* ' òy \rl òy' z ' 
(x — a) z òa ( ^y àr z 
r^ ' òz \ r) òz' r 

Sommando membro a membro si ottiene 

x—a/ òa òa òa\ 1 / òr òr òr\ 

In virtù di questa relazione, si trova subito 

A2VÌ = — 47:0 {ti). 

La V cosi trovata soddisfa quindi a tutte le condizioni richieste per 
essere una funzione potenziale; per cui ne concluderemo che la 

è la funzioìie potenziale cercata. 






Si vede facilmente come essa comprenda come casi particolari quelli 
della sfera omogenea e della sfera la cui densità varia per sfere concen- 
triche. 

Infatti, nel caso della sfera omogenea, o di' un involucro sferico omo- 
geneo, la densità 5 è costante, come pure / ed a, ed il parametro u si 
riduce ad r; ed allora 



E quindi per P involucro sferico si ha 



/ ' 
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^; e per la sfera piena, essendo ro==0, sarà 

^ Nel caso in cui la densità vari per superficie sferiche concentriche, 

■ . questa risulta funzione di r, rimanendo costanti l ed o; e, poiché la 

1^ variabile u si riduce alla r, si avrà 

r 4 1 r 

^. V = -y^^ 5(r) . r^dr + ^tz f^'b{r) .rdr, 

■j G. Repetto - 



I NUMEEI PERFETTI 



1. La teoria dei numeri perfetti ha le sue basi in Euclide, ne deve sem- 
brare assolutamente indegno che ci si occupi di essa, perchè, se pure possono 
essere un po^ enfatiche le parole di Mersenne, il quale disse che chi trovasse 
altri numeri perfetti, oltre gli undici noti, avrebbe superata tutta Panalisi 
presente, non si deve dimenticare, come giustamente osserva il Lucas nella 
sua Théorie des nombres, che tale teoria « ha dato origine ai principali lavori 
« di Ferma t e quindi all'Aritmetica superiore ^. 

Dicesi numero perfetto un numero che è uguale alla somma di tutti i 
suoi divisori, escluso tra questi il numero stesso: gli esempi più noti sono 
offerti dai primi due numeri perfetti che sono 

•6 = 1 + 2 + 3 e 28 = 1 + 2 + 4 + 7 + 14. 

Dalla definizione stessa risulta che un numero primo non può essere un 
numero perfetto: neppure una potenza d'un numero primo può essere un 
numero perfetto, poiché, se fosse a un numero primo ed a" un numero per- 
fetto, dovrebbe essere 

a» = 1 + a + a* + a» + . . . + a»-» ; 

a^ 1 

il che è assurdo perchè il secondo membro altro non è che r- , quantità 

evidentemente minore di a". 

Euclide (Labro IX, Prop. 36) enuncia per trovare i numeri perfetti questa 
regola: « Se a partire dall'unità si prendono successivamente tanti numeri 
< successivi in progressione geometrica di ragione 2 fino a che la loro somma 
«sia un numero primo, il prodotto di questa somma per l'ultimo termine 
« sarà un numero perfetto ». Si ottiene cosi come forma di un numero per- 
fetto (2°+' — 1)2'» colla condizione che 2"+* — 1 sia primo. 

Consideriamo infatti la progressione geometrica suddetta e supponiamo che 

1 + 2 + 2« + 2» + . . . + 2° = 2"+» — 1 
«ia un numero primo. 
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Per dimostrare che in tal caso il numero (2"+* — 1) 2" è un numero per- 
fetto, osservo che i divisori di esso oltre all'unità e al numero stesso sono: 
il primo fattore, tutti i divisori del secondo fattore, esso compreso, e i pro- 
dotti del primo fattore per i divisori del secondo: la somma loro dunque è 

2»+^ _l + l + 2 + 2«4-...4-2"-f (2»+> — 1) 2 4- (2»+» — 1) 2» 4- . . . 

. . . + (2^-1 — 1) 2»-» = (2"+* — 2) 4- 2*^(2«^^-l — 1) — (2"+» — 1) 2 = (2»+* — 1)2°. 

Per avere i numeri perfetti basta dunque nella progressione detta cercare 
quei termini che diminuiti dell'unità danno luogo a numeri primi : il prodotto 
di ognuno di essi per il termine precedente della progressione è un numero 
perfetto. 

Negli esercizi di Fitz Patrick e Chevrel si giunge a questa formola per 
una via più generale che mostra come non esistono numeri perfetti del tipo a"6 
ove a e b sono numeri primi salvo che per i valori a = 2, 6 = (2"+* — 1) che 
ci danno appunto i numeri perfetti trovati col metodo di Euclide. Anzi si 
può dimostrare più generalmente che ogni numero perfetto pari ha la forma 
di quelli trovati con tale metodo. Infatti ogni numero pari è del tipo 

2" a« 6/^ cy . . . 

ove a, b, e sono numeri primi e n è un numero intiero non nullo. 

I divisori di questo numero sono dati dai divisori dei singoli fattori e 
dai loro prodotti, onde la loro somma è 

(l+2+2«+...4-2»)(l+a+«'+...+a«)(l4-&4-&'4-...+6/^)(l+c+c«+...+cy^^ 

=(2°+>— 1) (l^-a-f a«4-...+a«) {l+b+b^-^..,+bfi) (l+c-|-c«+...-f cy)... 

Essendo il numero proposto un numero perfetto, dovrà essere uguale alla 
somma de' suoi divisori da cui si tolga esso stesso: cioè sarà 

2" a« 6^ cy . . . = 

r=: (2»+^ — 1) (1 4- a 4- . . . + aa) (1 + 6 4- . . . 4- 6^) (1 4- c + . . . -f cy) . , . — 

— 2" a» ò^ cy ... 
ossia 

(2»+» — 1) a« 6/? cy . . . 4- «« &/^ cy . . . = 

(2«+i _ 1) (1 4- a 4- . . . 4- a«) (1 4- & + . • . + W (1 + e 4- . . . 4- cy) . . . 

da cui si ricava 

- - , a« 6/^ cy . . . 

a« 6/J cy . . . + ^„^,_.^ = 

= (1 4- a 4- a« 4- . . . 4- ««) (1 + & + ft* 4- . . . -f ^'^j (1 + e 4- C 4- . . . 4- cy). 

Ma il secondo membro è un numero intero, onde tale deve essere anche 
il primo: sarà cioè a<^bficr.,. divisibile per (2"+* — 1). Il primo membro 
resta cosi ridotto a due soli termini: cosi sarà del secondo: i termini del 
secondo sono in numero di (a 4- l)(p 4- 1)(y 4- !)••• onde deve essere («4-1) 
(p 4- 1) (Y 4- 1) . . . = 2: perchè tale uguaglianza sussista, i numeri a, p, y • • • 
devono essere tutti nulli tranne uno (e sia a) che deve valere 1. 

II numero cercato dunque è del tipo 2°a ove a è un numero primo. Sic- 
come poi deve essere 

.2»a = 14-24-2«4-...4-2°4-a4-2a4-2*a4-...4- 2°-»fl, 
ossia 

2"a = (2»+^ — 1) 4- (2» rt — a), 



126 PERIODICO DI MATEMATICA. 

si ricava che deve essere a = 2"-»-^ — 1, onde si ottiene per ogni numero per- 
fetto pari la forinola nota di Euclide. 

Volendo poi cercare i valori dell' esponente n che servono per darci i 
numeri perfetti osserviamo che dovendo essere (2"+* — 1) un numero primo, 
tale dovrà essere anche n -f 1 poi che se fosse n -\'\ =pq (essendo p e q 
numeri interi troveremmo 

2n+i _ 1 = (2P)«i - 1 = (2P - 1) [e2»>)*»-* -f (2P)'»-« + . . . + 2P 4- 1] 

uguaglianza che mostra come (2"+* — 1) è divisibile per (2p — 1) e quindi non 
è primo. Tale condizione non è però sufficiente perchè ad esempio per il va- 
lore nH-l = ll si ha 2** — 1 = 2047 = 23 X 89 ossia non si ha un numero 
primo. Per trovare i numeri perfetti si deve dunque, dando all'esponente 
(« + 1) valori che siano numeri primi, vedere quali tra essi rendano primo 
il numero (2"+* — 1) e poi applicare la formola di Euclide. I primi numeri 
perfetti si ottengono dando ad {n -[- 1) i valori 

2; 3; 5; 7; 13; 17; 19; 31, 
ossia sono i numeri 

6; 28; 496; 8128; 33.550.336; 8.589.869.056; 
137.438.691.328 ; 2.305.843.008.139.952.128. 

Mersenne (^) afferma che i valori consecutivi di (n -f- 1) che servono per 
avere numeri perfetti sono 67, 127, 257 e che nessun altro numero minore 
di 257 può dare numeri perfetti : sembra dunque che egli avesse un metodo 
per questa ricerca, che noi però non conosciamo. Il Lucas però crede in seguito 
a suoi lunghi calcoli, che neppure per (n + l) = 67 si ottenga un numero per- 
fetto. Egli enuncia anzi il teorema che, se il numero primo {n +1) è uguale 
a un multiplo di 4 diminuito di un'unità, e se 2/2 -|-1 è anche primo, il nu- 
mero (2'*ri — 1) è divisibile per (2/1 + 1) e quindi non è primo e non dà luogo 
a numeri perfetti. 

Quanto poi alle cifre con cui terminano i numeri perfetti ossserviamo che 
essendo quelli che noi consideriamo del tipo2"(2"+* — 1) ove (« + 1) è primo 
e quindi dispari, sarà 7i pari, e quindi la formola generale di essi, escluso il 
numero 6 che si ha per n=l è 4^(2 X 4p— 1) essendo p = ^n. Osservo allora 
che le potenze 4p per jj pari terminano per uno dei gruppi 

16, 56, 96, 36, 76 
nel qual caso il fattore (2X4p — 1) termina rispettivamente per i gruppi 

31, 11, 91, 71, 51 
e il numero perfetto risultante per 

96, 16, 36, 56, 76. 
Le potenze 4p per p dispari terminano per 

64, 24, 84, 44, 04 
nel qual caso il fattore (2 X ^p — 1) termina per 

27, 47, 67, 87, 07 



(1) Prefazione dei Cogitata phisico-mathematica. (Parigi, 1644.) 
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e il numero perfetto risultante sempre per 28. Abbiamo cosi che tutti i nu- 
meri perfetti dati dalla formola di Euclide (escluso il numero 6) terminano 
per uno dei gruppi di cifre 16, 28, 36, 66, 76, 96. Anzi nessun altro numero 
|)erfetto oltre a 496 termina per 96. (Vedi Mathesis, tomo IX.) 

Una notevole proprietà di questi numeri perfetti si è che moltiplicandoli 
per 8 e aggiungendo al prodotto Punita si ottiene un quadrato perfetto. Infatti 

2'\2"^»— 1) X 8 -f 1 = (2«"-» — 2") 2» -fi = (2«-^»)« — 2X2»^*+1 = (2»^+» — 1)«. 

2. Abbiamo sinora trovato la formola di Euclide che ci dà i numeri per- 
fetti pari, e abbiamo anche dimostrato che ogni numero perfetto pari sodisfa 
alla formola di Euclide. Una questione che ha molto interessato tutti i mate- 
matici i quali si sono occupati di questo argomento, ma che finora non è stata 
risolta è quella della ricerca dei numeri perfetti impari. 

Descartes credeva alla loro esistenza, come si rileva dal brano di una sua 
lettera a Frénicle in cui dice: « Io non so pei-chè crediate che non si potrebbe 
«giungere con questo mezzo a trovare un numero perfetto: se ne avete una 
« dimostrazione, confesso che essa è superiore alla mia capacità, e che la stimo 
« straordinariamente, perchè io per me credo che si possano trovare numeri 
« impari veramente perfetti». (20 Dicembre 1638.) 

Su questi eventuali numeri perfetti impari esiste un teorema il quale dice 
che se esistono numeri perfetti impari, essi sono del tipo N = «*"^*e' ove a 
è un numero primo e i è un numero impari diverso da 1 e sia divisibile per a. 
Infatti sia a*^ bfi cr . . . l'espressione del nostro numero perfetto N decomposto 
ne' suoi fattori primi. Posto 

A = l-|-aH- a* + ... + ««, 
B = l-fò+6« + . .. + &/?, 
C=l + c-rc»+...+oy, 



il prodotto ABC... dà tutti i divisori di N compreso N stesso: essendo N 
im numero perfetto, sarà 



N = ABC... — N ossia 2N = ABC. 



Dovendo il prodotto ABC... diviso per 2 dare il numero impari X, tutti 
i suoi fattori devono essere impari, tranne uno, e sia A, che deve essere il 
doppio di un numero impari. Ma perchè 

B=lH-6-t-6« + ...-|-6/», 
C = 1 -h e 4- c^ + . . . + cy , 



siano impari, occorre, essendo ò, e, . . . e quindi le loro potenze numeri impari, 
che siano in numeri impari i termini di quelle somme, cioè che siano impari 
i numeri P + 1, Y -h 1? — Cosi essendo A = 1 + a + a' -[-... + a» un numero 
pari ma doppio di un numero impari, occorre che il numero a -|- 1 dei ter- 
mini del secondo membro sia pari ma doppio di un numero impari, cioè che 
sia a -f- 1 = 2[2n +1], onde a = 4;i -|- 1. Ricaviamo come espressione del nu- 
mero perfetto N = a*" ^ ^bfi cr . . .^ ove n è un numero intero e p, r • • • ^^^<> 
numeri pari (zero incluso). Osserviamo però che i numeri p, y . . . non possono 
essere tutti nulli contemporaneamente poiché in tal caso avremmo 

N = aa=14-a-+-a'4-...-fa«= 7- , 

a — 1 
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onde a«+* — a = a^r^—1, ossia a=l che darebbe N=l. Il prodotto bfi c^ . ., è 
diinque il quadrato di un numero impari i diverso da 1, e quando si ha come 
forma del numero perfetto N = a*"+* 2*. 

Nell'enunciato del teorema si è detto che i non deve essere divisibile per a. 
poiché se a dividesse «, dovrebbe dividere anche bfi cy ...^ mentre tra i fat- 
tori primi di questo numero non compare il numero primo a. Osserviamo 
poi che siccome ogni numero impari, e perciò in particolare il numero a, 
elevato a un esponente del tipo 4w -f 1 dà come risultato un numero del 
tipo 4q -{-ìj come è facile verificare, e che ogni quadrato di numeri impari, 
come sarebbe i\ è pure del tipo 4<y + 1, ne consegue che anche il numero 
perfetto impari N = a*"^» |« è del tipo 4^ -f 1 ossia che non esistono numeri 
perfetti impari della forma 4^ + 3. 

Eesta ancora a vedere tra i numeri impari del tipo 4q -^ 1 se esistono 
dei numeri perfetti e quali siano. Il teorema che abbiamo enunciato è dovuto 
a Lioimet, (M il quale si limita a enunciarlo senza dimostrarlo: la dimostra- 
zione che ne abbiamo data si trova nella Théorie des nombres di Lucas. Il 
Lionnet aggiunge inoltre, né il Lucas lo dimostra, che il numero a (primo 
e perciò impari) che può essere quindi del tipo 4<y + 1 o 4^ + 3 è del tipo 
4r/ -f 1. 

8. Nella stessa nota il Lionnet oltre ai numeri perfetti di cui sinora ci 
siamo occupati, che egli chiama numeri perfetti di prima specie, introduce 
un'altra sorta di numeri perfetti, che dice di seconda specie, definendoli come 
quei numeri che sono uguali al prodotto di tutti i loro divisori esclvisi se 
stessi: esempi di tali numeri sono 

8 = 1X2X4; 10=1X2X5; 14 = 1X2X7; 27 = 1 X3X 9, ecc. 

I Osserviamo anzi tutto a questo proposito che anche tra i numeri perfetti 

! di seconda specie non ci può essere evidentemente nessun numero primo, che 

j abbia per unico divisore diverso da sé, l'unità: vediamo invece se tra i numeri 

perfetti di seconda specie ne esista qualcuno che sia w-esima potenza di un 

numero primo, cioè se può darsi che sia, indicando con p un numero primo, 

p" = 1 . p . />' . . . j^"-' ; 
affinché ciò accada deve essere 

1 -f 2 + 3 + . . . + (« - 1) = «, 

cioè — ^T = n il che ci dà n = 3. 

il 

Sono dunque numeri perfetti di seconda specie tutti i cubi dei numeri 
primi. 

Indicando poi con p Qp' due numeri primi diversi, vediamo se può essere 
numero perfetto di seconda specie un numero del tipo app' ove a è un intero 
qualunque. Se fosse a>l, allora ap e ap dividerebbero entrambi il nu- 
mero app'i ma il loro prodotto à^pp supera il numero stesso, mentre ne 
sarebbe inferiore se fosse a <C 1 • perchè dunque app' sia un numero perfetto 
occorre che sia a=l: si ha dunque per i numeri perfetti di seconda specie, 
che non sono cubi di numeri primi, ancora la sola ipotesi che siano prodotti 
di due numeri primi disuguali. Essendo dunque p ^p numeri primi, i numeri 
perfetti di seconda specie sono della forma p^ o della forma pp. 



0) NoMveU«9 AnnaUs de Math. Serie II, Anno 1879, pag. 306. 
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Volendo poi cercare se esistono numeri doppiamente perfetti, cioè numeri 
che siano somma e prodotto dei loro fattori, è chiaro che nessun numero 
perfetto di seconda specie del tipo p^ può essere numero perfetto di prima 
specie, poi che i suoi fattori diversi da esso sono 

l, p, p^ e 1 +P-^P*= ^^ <P*' 

Quanto poi ai numeri del tipo j^p'. i loro fattori diversi dal numero stesso 
sono 1, /?, p', affinchè sia pp' = 1 +p + p\ occorre che, siccome p e p' divi- 
dono il primo membro, dividano anche il secondo, ossia che dividano rispet- 
tivamente (/)' -f- 1) e i^p -|- 1). Dovrà dunque essere 
pgp' + l; p'-^.p-hlj 
evidentemente non può darsi che in entrambi i casi si abbia il segno dell' ugua- 
glianza: supponiamo dunque che sia p <Cp' + 1 : allora, essendo p ^ p diversi, 
sarà p<ip'j dovendo essere anche 7>' ^p H- 1 se ne deduce che è p =p -{-1; 
dunque p e />' sono numeri consecutivi; ma gli unici due numeri consecutivi 
e primi sono 2 e 3, onde il solo numero doppiamente perfetto è il numero 6. 

4. Finora ci siamo, come in generale si è fatto da tutti gli autori in questa 
teoria, limitati al campo dei numeri naturali, cioè dei numeri interi e posi- 
tivi; il Lionnet(*) estende anche ai numeri negativi la denominazione di nu- 
meri perfetti, ed osservando che al cambiare di segno di un numero, cambiano 
di segno anche i suoi divisori, mentre le loro somme e il loro prodotto con- 
servano lo stesso valore assoluto, conclude che gli unici numeri doppiamente 
perfetti sono 0, -f 6, — 6. 

Se non ci si limita però al campo dei numeri positivi, allora si possono 
considerare come divisori del numero non solo quei numeri interi tali che 
dividendo per essi il numero si ottenga come quoziente un numero intero 
positivo, come fa il Lionnet, ma anche quelli che danno, quando si divida per 
essi il numero proposto, un quoziente intero negativo. Allora con ogni divi- 
sore di un numero viene a comparire anche il suo opposto; è chiaro che sotto 
questo punto di vista, siccome la somma dei divisori (numeri due a due 
opposti, escludendo tra i divisori del numero oltre al numero stesso il suo 
opposto uguale in valore assoluto) è nulla, non si ottiene nessun numero 
perfetto di prima specie ad eccezione di 0. Quanto ai numeri perfetti di se- 
conda specie, indicando con p un numero primo, è chiaro che affinchè sia jo" 
un numero perfetto, dovrà essere 

p" = 1 .p .p« .p»...p"-» . (— l)(_p)(— p«)...(— p«-») = (— 1)»pV---P*^"-^ 
dovrà quindi essere 

2 + 4 -h • • • + 2 (» — 1) = « ossia n = ?? (n — lì 
il che ci dà ?i = 2. 

Per 71 = 2 l'uguaglianza è vera anche in segno, onde abbiamo che i qua- 
drati dei numeri primi sono, sotto questo nuovo punto di vista, numeri per- 
fetti di seconda specie. 

Né oltre ad essi ce ne sono altri, come sarebbe facile verificare ripetendo 
con le opportune modificazioni il ragionamente fatto più sopra, con cui il 
Lionnet giunge alla seconda forma dei numeri perfetti di seconda specie, pro- 
dotti di due numeri primi disuguali. 

G. GlRAUD 
Torino. 



{}) In una nota alla memoria citata. 
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Suir indice minimo di N relativo a p. 



1. Dato un numero A, un gruppo di cifre C ed un numero p primo 
con la base del sistema di numerazione prescelto, ci proponiamo di 
determinare il minimo numero di volte che occorre scrivere a destra 
di À il gruppo C per avere un numero congruo ad À secondo il mo- 
dulo p, e quindi, nel caso di A multiplo dìp, un numero multiplo di p. 
Così potremo occuparci tra l'altro del teorema di Plateau, esposto nella 
forma più generale di cui sia suscettibile: dato nel sistema di nume- 
razione a base g un qualsiasi gruppo di cifre del sistema, e dato un 
numero p primo con g, esistono infiniti multipli di p che nel dato 
sistema si scrivono ripetendo quel gruppo, ossia scrivendo in seguito 
l'uno dell'altro gruppi di cifre identici al dato. 

2. In quanto segue, dunque, ^ è la base del sistema di numera- 
zione prescelto, e p è un qualsiasi numero primo con detta base. 
Con A e C rappresenteremo ordinatamente due gruppi di a e y cifre, 
nonché, quando non c'è pericolo di equivoco, i immeri da essi gruppi 
rappresentati; con N il numet^o che si ottiene scrivendo, in seguito 
al gruppo A, infinite volte il gruppo C. Il simbolo Nk {ridotta A-esima 
di N) starà a rappresentare il numero che si ottiene cancellando in N 
tutt'i periodi che vengono dopo il /:-esimo, k essendo un intero qual- 
siasi positivo. Col simbolo No rappresenteremo il numero che si ot- 
tiene cancellando in N tutta la parte periodica, cosicché No è uguale 
ad A. Così, posto, per es. 

N = 3425030303... 
o pili brevemente 

N = 3425 (03) 
abbiamo 

A = 3425; C = 03; a=-4; y = 2; 

No = 3425; Ni = 342503; N« = 34250303; . . . 

Dunque nella serie di ridotte 

No, Ni, N. Nk,... (1) 

ogni elemento si ottiene dal precedente scrivendo alla sua destra il 
periodo. Cosi che qualunque sia i abbiamo 

N,u = N,<7>' + C. (2) 

3. La congruenza. 

Nx — No = (modi?) (3) 

ammette infinite soluzioni oltre quella evidente x = Q. 

1. Supponiamo che s'abbia Ni — No^O (mod p) ossia 

Ni = No (niodp). (4) 



PERIODICO DI MATEMATICA, 131 

Dalla (2) ricaviamo intanto le due eguaglianze 

e da queste la congruenza 

N2 - Nx = (Ni ^ No) gy (mod p), 

che per la (4) diventa N2 — No^O (mod p). 

Analogamente si proverebbe che, sempre rispetto al modulo j?, 
ban luogo le congruenze 

Na — No^O; N4 — No = 0; ecc. 

Dunque è chiaro che se la data congruenza è soddisfatta da x=l, 
è pure soddisfatta da x = k, k rappresentando un intero qualsiasi. 
2. Supponiamo invece che non sia Ni — No^O (mod p). Posto 

n = rest(Ni; p) 

con 1 = 0, 1, 2,..., possiamo subito scrivere 

n^Ni (mod p) 
e quindi, per la (2) 

r,;i = r,.^J'+C (mod p) (5) 

qualunque sia l'intero i. 

Per la fatta ipotesi i primi due elementi della serie 

ro , ti , f 8 , rs , . . . (6) 

sono disuguali; ma come i primi due, non possono tutti essere distinti, 
perchè sono minori di p, ed il numero degl'interi minori di p è limi- 
tato. Supponiamo che il gruppo piti esteso avente elementi tutti di- 
stinti sia il seguente 

1 , Ti , . . . , t*m— 1 . (7) 

Sarà Vm identico ad uno degli elementi di questo gruppo. Ma non 
può aversi r^ = f't con t compreso fra ed m, perchè, allora, siccome 
si hanno per la (5) le congruenze. 

rni = Tm-i gy + C (mod p) 
rt^n-i gy + C 

sottraendo membro a membro otterremmo la congruenza 

= (r,u_i — rt_i) gy (mod p) 

e quindi (dacché gy e p sono primi fra loro) anche l'altra 

E= t'ux-i — ft_i (mod p) 

da cui scaturirebbe l'eguaglianza rtn_i=rt_i con t — 1 intero compreso 
fra — 1 ed m — 1, contraddicente all'ipotesi fatta sul gruppo (7). 

Dunque non può essere che questo soltanto: rm = >o. Edora, sol 
che si ripensi al calcolo ricorrente degli elementi della serie (6), si 
capirà subito come in questa si ripetano all'infinito e nello stesso 
ordine gli elementi del gruppo (7). 
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Da ciò scende iniinedititamente che l'elemento n è uguale ad vo 
per gl'infiniti valori di i multipli di in, e per essi soltanto. In altri 
termini si ha Ni — No^O (modp) per gl'infiniti valori di t multipli 
di m, e per essi soltanto. Il teorema resta cosi esaurientemente di- 
mostrato. 

Osservazione. — La minima radice non nulla della congruenza 
Nx — No^O (modp) verrà indicata con X, e godrà, in quanto segue, 
di una parte importantissima. A X daremo il nome di minimo indice 
di N relativo a p. Dunque per indice miuimo di N relativo a p inten- 
diamo il grado della minima ridotta di N congrua ad No secondo il 
modulo p. 

4. Pensando che Nx si ottiene scrivendo x volte di seguito il grup- 
po C di Y cifre a destra di No, possiamo subito scrivere 

N. = No if-^ 4 C (1 + ^/ + i7*^ + . . . + y^-^>^ ) 
ovvero 

Nx = N. <;■'.' + e ^^. (8) 

Ciò posto, l'indice minimo di N relativo a p, ossia il numero X, 
essendo la minima radice della congruenza Nx — No^O (mod p), è 
anche, per la (8), hi minima radice della congruenza 

No 9""^ + C -^^^ - No = (mod p) 
che con facile trasformazione diventa 

•^^ (C + No^^ - No) = (mod p) 

e poi, per via dell'uguaglianza C + No^''=Ni, assume la forma 

^^ (Nx - No) = (mod p) . (9) 

Se Ni — No è multiplo di p, qualunque numero intero evidente- 
mente soddisfa la congruenza (9), e quindi la minima sua soluzione 
è 1 (cfr. § 3). Siffatto valore dunque è determinabile senz'altro. Sup- 
ponendo invece che Ni — No non sia multiplo di p, il m. e. d. di Ni — No 
e p sarà diverso da p; chiamiamolo p. Alla congruenza (9) si potrà 
sostituire la sua equivalente 



^0 



(niod|-). (10) 



gy-l \ p/ 

Dunque: o X, indice minimo di N relativo a p, è 1, ovvero à la 
radice minima della congruenza (10). 

Osservazione 1^. — Tutte le alterazioni nella grandezza dei 
gruppi A e G che, lasciando intatto Yi non alterano il m. e. d. di Ni — No 
e p, lasciano invariato X; perchè, o quel m. e. d. e p, ed allora sarà 
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sempre X=:l, ovvero è minore di p, ed allora X è la minima radice 
della congruenza 

che dipende soltanto da y e da p. 

Osservazione 2*. — Quando gy — 1 e ~- fossero primi fra loro, X 
com'è radice minima della (10) sarebbe anohe radice minima della 
congruenza g^r — l^Olmod— |, equivalente alla (10). Ma, pel teo- 
rema di Fermat, tra i valori di ary è qi 1— 1; dunque X sarebbe di- 
visore di ^l — j- 

5. Se la radice minima della congruenza 

•^^ = (modp) (11) 

Q^y—-! 
è 2rf, d non sarà radice della stessa, ossia ' ^ . non sarà multiplo 

di p. Cosicché, se p si suppone primo, sarà ' ^ . primo con p e 

qnindi, avendosi por ipotesi 

Q^y — 1 ' 
gy-l =0 (modp), 

ossia 

si avrà pure 

gdy + 1 = (mod p) . 

Dunque se p è primo e X è pari, -^ è radice della congruenza 
p*r + 1 ^ (mod p). Nel caso che oltre ad essere p primo e X pari, 
fosse gy — 1 non multiplo di p e quindi primo con esso, -^ sarebbe 

la minima radice di detta congruenza. Difatti se per |i < -q- si aves- 
se ^^'y — 1^0 (modp), si avrebbero, secondo lo stesso modulo p, le 
seguenti congruenze 

gf*y = l; g^f'y=l; g*fy^l = 0; ^-^—^ = 

ossia 2(1 (minore di X) sarebbe radice della (11) il che contraddice 
alla ipotesi 

6. S^ è — - = Pi X P2 X P» X- • -X Pk con Pi , pa, pa, . . . , Pk primi fra 
loro a due a due, e se Xi, Xa, Xs, . . . , Xk sono le radici minime della 
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per y = Pi , Pi, Psi . . . , Pk, sarà X =* m. »;i. e, (Xi ; X9 ; . . . ; Xk) la radice 

fninima della (co) per y = — • 

Per quanto è stato detto alla pag. 2, la diflferenza Na — No è mul- 
tipla di ciascuno dei numeri pi, jos,. .. ,pk, e quindi del loro pro- 

P P 

dotto — . Non può poi essere N^*— N© multiplo di — per ji. < X perchè 

sarebbe N/i — No multiplo di ciascuno dei numeri pi, pa, pa, . . -Pk, 
divisori di -^, e quindi sarebbe (x multiplo comune degl'indici mi- 
nimi Xi, Xsf ..* • ^k, contrariamente all'ipotesi che pone 
X = m. m. e. (Xi, Xa , . . . , Xk). 
Dunque X e la minima radice non nulla della congruenza 

Nx-No = o(mod-^) 



ossia dell'altra 

g'^y — i 



= 



(mod-^). (12) 



7. Dette e X ordinatamente le minime radici delle congruenze 
f^i^O (12, , e^^O (»oai) (13) 

b) se ^ è multiplo di 6, sarà X = — , qualunque sia la natura di — ^ 
b) se Y non è multiplo di ò ed è -^ numero primo, sarà 
. m.c. m.(Y; 5) 

r. Difatti dall'ipotesi ^ 1 ^^ (mod— j scende la congruenza 

^^ — l = ofmod — j, e quindi laltra ^y — -1 =ofmod — Lper viadiy 

multiplo di 8 e quindi di gy — 1 multiplo di g^ — 1. Detto m un in- 
tero qualsiasi, si hanno adesso, successivamente, secondo lo stesso mo- 

P 
dulo -^ , le congruenze 

g»*Y— 1 = 0; ^«»J'=1; "s g**'y=x. 

VX—O 

Ne viene che è 

^-0 Hf) 

solo se è X multiplo di — . Dunque la mìnima radice non nulla 

della (13) è—; si ha cioè X = — • 
P P 
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2^ Se Y non e multiplo di o, siccome le radici della (12) sono 
tutte multiple della minima o, fra esse non e compreso Y) ^^oò il 

quoto ^ ■; non è multiplo di p. Ma per ipotesi p e primo ; dunque 

• . e p sono primi fia loro, ed alla (13) possiamo sostituire la 

y 
congruenza ad essa equivalente. 

?^.^^0.(mod^), ossia 2^ = (mod ^).(U) 
gy — l g — l \ p/' g — 1 \ 9) 

Per tanto X, che per ipotesi e la radice minima della (13), è an- 
che radice minima della (14). Possiamo così dire che Xy è radice 
della (12) e quindi è multiplo di ; ma X è il minimo valore di x 
che soddisfa la (14); dunque nella serie dei multipli di y 

0,y,2y,3y,...,Xy,... 

è Xy il primo multiplo di S, cioè Xy è il m. e. ni. di y ^ S, e quindi 
si ha 

- m.c.m.(Y ; 6) 
x = 

8. Le cose dette al § 3 restano anche vere per No = 0, C=l, Y =li 
nel qual caso è 

Nx = l+iJ' + S'' + / + ... + </^-' 
e la congruenza 

Nx — No = (modp) 
diventa 

1+i^ +!?"+... +.^7^-^ = (modp). 

In altri termini possiamo asserire che qualunque siano a e p, pur- 
ché primi fra loro, detta {a)x la somma delle ))rime x potenze succes- 
sive di a, a cominciare da quella ad esponente 0, ossia poeto 

(a)x = a« + a^ + a» + a» + ... + a-^=^^ (15) 

la congvaenza 

(a)x = (mod p') 

per qualsiasi valore di i ammette infinite soluzioni oltre quella evi- 
dente a: = 0: esse sono eguali agl'infiniti multipli della soluzione 
minima, che indicheremo col simbolo m[ . 

9. Introducendo il simbolo definito dalla (15), Teguaglianza evi- 
dente 

a' — 1 rt"— 1 _ fi"*^l 

a^\ ' a' — i ~ a — I 
diventa 

(a)r.(ei^ = (a)„, (16) 

formola che utilizzeremo fra breve. 
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10. Si noti che qualunque siano gl'interi ì e A;, dei quattro numeri 
seguenti 

«lenì, _ 1^ ,.u,, __ 1^ ^^ _ (^J^^^ ^ ^1^ 

ognuno è multiplo del seguente, e quindi il primo è multiplo delKul- 
timoy cosicché abbiamo 

«km, __ 1 = (mod p') 
donde 

a''™« = l (modp'). 

Facendo assumere a k successivamente i valori 0, 1, 2, . . . , s — 1, 
con s arbitrario, e sommando le s congruenze che ne risultano ab- 
biamo infine 

(a»"i)« = s (modp'K (17) 

altra formola di cui presto faremo uso. 

11. Ci proponiamo ora di trovare una relazione fra le radici mi- 
nime mt ed ^t+i nella ipotesi di p primo. Si osservi innanzi tutto che 
tutte le radici della congruenza (a)x ^ (mod p^'^ ^) sono anche radici 
della congruenza (a)x ^ (mod p^)\ per la qual cosa, ricordando quanto 
abbiamo osservato nel § 8, è mt^i multiplo di mt. 

Ed ora osserviamo che o è wt-fi = mt, e la relazione è bell'e tro- 
vata; o è fWt^i=r'"t, e si tratta di determinare il valore del coefl&- 
ciente v > 1 nella eguaglianza 

Per ipotesi miJ^i , e quindi v»it è la minima radice di 

(aK = (modp^-^) 

e quindi v è la minima radice di 

(a)xmt = (modp*+^) 

che per la (16) è equivalente all'altra 

(a),„,((i™t), = (modp*-*). (18) 

Si noti adesso: 1° che il m. e. d. di (a)^^ e p*^S essendo p numero 
primo, è della forma p^ con r-^t + l; 2* che essendo, per ipotesi, 
diverse le radici minime delle due congruenze 

(aU = (modpO 
e 

(a)x = (modp»+'), 

(£i)u,j è multiplo di p* ma non di p^^^ ; 3° che per tanto il detto 
m. e. d. è proprio p^ Alla congruenza (18) resta così equivalente la 
congruenza 

(a™t)x = (modp). (19) 

E V radice minima della (18) sarà quindi anche radice minima 
della (19). Ma questa è p, perchè la (17) mostra che (a*">)»^s (mod p'), 
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congruenza che ci permette di asserire che («"Ou diventa multiplo 
di p per «=p, 2p, .. . 

Abbiamo dunque dimostrato che v=p e quindi che 

12. Dimostreremo adesso che se tnt ed i/it+i sono disuguali nit+i è 
diverso da f^t+i, e quindi e YMt+a = P'^t+i • 

Per l'osservazione fatta al § 8, iMt+a è multiplo di ntt; mentre per 
l'ipotesi fatta, essendo già wit+i diverso da wu, questo non potrà es- 
sere uguale ad f/it+s. In altri termini possiamo scrivere 

»h-i-2 = smt con 8 intero, > 1. 

Ciò posto, la (16) permette di scrivere 

(«)mt.2 = («Ut = («)nit . («"'Oh • 

Ma è (a)uit*j multiplo di p*+' ed è p* la massima potenza di p con- 
tenuta in (a)nit perchè per ipotesi è w»t=r='"t+i; dunque in (a^tjg il p 
dev'essere contenuto almeno alla seconda potenza. Si ha cosi 

(a°t), = (mod p'). 

Dimostreremo che per 5 = p la precedente congruenza è assurda. 
Così dalla diversità di a e p scenderà quella dei prodotti pi/u ed sntt, 
ossia dei numeri iwt+i ed f/*t+a, che è lo scopo al quale si mira. 

Dei tre numeri 

a™* — 1 
"™^-l. a—i =(«)"^t» P' 

ognuno è multiplo del seguente, quindi il primo è multiplo dell'ul- 
timo, e si hanno successivamente le congruenze 

tt"*t — 1 = (modp*); a"*=l (modp*). 

Possiamo per tanto porre 

a"t = 1 -f ppt 
con p intero non nullo. 

Dovendo mostrare che non può essere (a™*)p^O) (modp*) dobbiamo 
mostrare dunque che non può aversi 

{l + pp»), = (modp'). (20) 

Abbiamo 

(i + ppT=i 

(l-h ??')•= 1+pp' 

(l + pp'f = l + 2pp« + pV 



(l + ppt)'>-' = l+(^ 1 V + r 2 ^)?V** + ... + g_J)p''-V"- 



l)t 



Sommando membro a membro queste p eguaglianze, e ricordando 
che nel triangolo di Tartaglia un numero posto nella colonna A-esima 
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6 nella linea A;-esima è la somma dì tutt'i numeri delle linee prece- 
denti, posti nella colonna (h — l)-e8Ìma, si ha 

Ora si noti che, p essendo primo, ( • j_ i ) è uguale a p per i = 0, 

ad un multiplo non nullo di p per i<,p — 1, e ad 1 per » = p — 1. 
Dunque nel secondo membro dell'ultima eguaglianza troviamo come 
primo termine p, come ultimo p^-yi^*)^; e tutti gli altri sono mul- 
tipli di p' per via dei coefficienti multipli di p e di ^ che non può 
essere minore di 1. 

Nella congruenza (20) possono sopprimersi detti termini multipli 
del modulo p^ cosicché in ultima analisi si ha da dimostrare assurda 
la congruenza 

P + P*^' ^^-^^' = (mod p»). 

Noi mostreremo assurda perfino quest'altra 

V + P^' P^**" '^' = (mi»d p). 
È evidente che solo se si verificassero contemporaneamente le se- 
guenti relazioni essa sarebbe possibile, se si nvesse cioè 

a) (p— 1)<=1; l + pP-^ = (modp). 

Le condizioni a) si trasformano nelle seguenti 

p — l = l;i = l; l + p = (mod p) 
e quindi nelle altre 

p = 2; ^ = 1; p = numero dispari. 
Si ricordi adesso che abbiam posto a™t = l + ppS © che nel caso 
di /=1 e p=2 si avrebbe p= — ^ — • Si noti ancora che doTWid* a 

essere primo con p, nel caso di p = 2 dovrebbe a essere dispari, e 
quindi sarebbe 1 + a numero pari, si avrebbe cioè a°4"fl* = (<*)a^^ 
(mod. p), donde verrebbe fWi = 2. Per tanto possiamo asserire che le 
relazioni a) valgono le seguenti 

/i* — 1 
^ = 1 ; p = 2 ; — n — = numero dispari. 

L'ultima non può mai verificarsi perchè, essendo a dispuri, i nu- 
meri a + 1 ed a — 1 sono entrambi pari, e quindi è pari il numero 

2 = — 2~ ^^ + ^^• 

Riassumendo: Nella serie mi, f;}2, «Ha,..., radici minime della 
congruenza 

(a)x = (mod. p-^) 
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'per 9=^1, 2, 3,..., se due elementi consecutivi sono diseguali, tutti 
^li elementi che seguono questi sono diseguali, Q ciascuno è uguale 
kI prodotto del precedente per p. 

Per tanto, se ammettiamo che i primi t elementi di detta serie 
abbiano un comune valore, ed il (^-f- l)-dsiino fibbia valore diverso, 
possiamo scrivere 

♦wt+i = wtp = nnp ; wu+9 = Wt+ip = mip*; »Mt+8 = Wt+iP = wip" ; . . . 
Si ha cioè, in generale 

e quindi il teorema: La minima radice della congruenza 

(a)x^O (mod. p^), 

se ^ è primo è uguale al prodotto della nnnima radice mi della con- 
gruema 

{aìx = (mod. p) 

pel quoziente di p^ per p*, che è la massima potenza di p contenuta 
in (a)m, . 

13. In quanto segue ci occupiamo del procedimento da seguire 
per calcolare l'indice minimo di N relativo ad un qualsiasi nu- 
mero p. 

Se Ni — No è multiplo di p, il chiesto indice minimo è 1. 

Nel caso contrario noi sappiamo (§ 4) che detto indice minimo è 
1^ minima radice di 

'-^^0 („.od.^ 
g^ — i \ 9 

con 

p = m. e. d. (Ni — No ; p) 



^ = (niod.^) (21) 



p 
Scomposto — nei suoi fattori primi, supponiamo d'aver trovato 

|- = Pi"^P2*«...pt^. 

Pel teorema del § 6 è subito calcolabile la radice minima della (21) 
se son note le radici minime della 

•^^^ = (mod. y) (per y = pi*i ; p,«« ; . . .) (22) 

che, per quanto abbiam detto qui sopra, sono ricavabili dalle radici 
minime della (22) per y = pi; p»;...; p^. 

^ Infine il § 7 suggerisce un semplice procedimento per calcolare 
questi ultimi valori in funzione delle radici minime della congruenza 

J^ = (mod.//) (23) 

per y = pi; p«;...; p,. 
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(A questa congruenza è equivalente l'altra ^''—1=0 (mod. y) se y 
è primo con g — l). 

Si tratta in fondo, come si vede, di conoscere la radice mi- 
nima di 

l + ^ + ^" + / + ... + .^^-^ = (mod. y) 

per y eguale ad un numero primo, ossia il minimo numero di volte 
che bisogna scrivere di seguito la cifra 1 per avere, nel sistema a 
base g, un numero multiplo di detto numero primo. 

Dalle cose dette in questo paragrafo scende che, scelto un sì- 
stema di numerazione, poniamo di base g, se in una tavola di numeri 
primi scrivessimo, accanto ad ogni numero primo, il numero che 
esprime quante volte (al minimo) bisogna scrivere di seguito la prima 
cifra significativa del sistema per avere un numero multiplo di esso 
numero primo, s'avrebbe quanto basterebbe pel calcolo immediato 
dell'indice minimo di N corrispondente a qualsiasi numero p, i cui 
fattori primi fossero compresi nella tavola. 

Nota: per ^=10 e per y diverso da 2, 3, 5 le radici minime 
della (23) coincidono con i numeri " n ^ del Bottini (vedasi il 
tomo XII, a. 1897 del Periodico di Matematica, e specialmente la ta- 
vola del § 8). 

14. Esercizio. — Quante volte, nel sistema di numerazione decimale, 
in seguito a 292 bisogna scrivere il gruppo 045 per avere il minimo nw- 
mero congruo a 292 secondo il modulo p = 3*X7*Xll*? 



QuièY = 3;Nx — No=292045 — 292 = 2917.53 = 3«X 7X11X^1; 
p = in. e. d. 
La congruenza 



p = in.c.d.(Ni-No;p) = 3«X7Xll; ^ = 3«X7X11'. 



^3p = (mod. y). 

per y = 3 ; 7 ; 11 ha per radici minime ordinatamente i numeri 3, 6, 2. 
Ed allora le radici minime della congruenza 

per ?/ = 3;7;ll sono ordinatamente (§ 7) 

m. m. e. (3 ; 6) m. m. e. (3 ; 2) ^ 

3; 3 -2; 3 -J. 

Per tanto, e pel § 11, le radici minime della (24) per y = 3*; 7; 11* 
sono ordinatamente 

|-.3 = 3^ 2; |p.2 = llV2. 
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Essendo infine m. m. e. (3»;2; ll*X2) = 2X3*X H', possiamo 
concludere (§ 6) che la radice minima della 

$^-0 H-f) 

e quindi (§ 4) la radice minima della 

N,, — No = (mod. p) 

e 2 X 3" X 11* = 263538. 

15. Teorema di Plateau generalizzato. — Dato un gruppo qual- 
siasi di cifre G e dato un qualsiasi numero p pì'imo con g, base del 
sistema di numerazione usato, esistono infiniti numeri della forma CC...C 
multipli di p. 

Se il numero rappresentato dal gruppo C è multiplo di p, tutt'i 
numeri C, CC, CCC, . . . sono multipli di p. 

Per tanto in ciò che segue supporremo C rappresentante un nu- 
mero non multiplo di p. 

Posto nella teoria generale No = 0, Ni = C, la condizione No ^ Ni 
(mod. p) non essendo soddisfatta perchè supponiamo diversa da al- 
meno qualcuna delle cifre del gruppo C, esiste (§ 3) un numero X > 1 

per cui 

Ni^No (mod. p) 

sempre e solo quando t e multiplo di X. Trasportando questi risultati 
della teoria generale al caso nostro, abbiamo appunto No = ed 
Ni = Ci, rappresentando Ci il numero formato da i gruppi identici 
al dato C. Dunque abbiamo 

C, = (mod. p) 

ossia qualsiasi numero della forma CC...C sarà multiplo di p pur- 
ché il numero dei gruppi C che lo costituiscono sia multiplo di X. Il 
numero 7. dice quanti sono gli elementi della (6) tutti distinti fra 
loro; o, che è lo stesso, quaUe il minimo numero di volte che biso- 
gna scrivere di seguito il gruppo C per avere un numero multiplo 
di p. 

Pel calcolo di X rimandiamo il lettore a quanto abbiamo esposto 
nei §§ 13 e 14. 

16. In un sistema di numerazione a base g: 

se un numero U si spezza graficamente in h parti delle quali la prima 
abbia un numero qualsiasi di cifre e tutte le rimanenti ne abbiano e per 
una, la somma di tutte queste parti è congrua adJJ secondo il modulo g*^— 1. 

Difatti, detta ni la parto seguita in U da altre i parti, si ha 

i=h-l 

U= S «1^" 
e quindi anche 

i=h-l i— h— l 

U= S M,(.7"=-l)+ S M, . 

1=0 1=0 
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Ma il 2** dei tre termini di quest'eguaglianza è innltiplo di ^'" — 1; 
dunque 

U ='~2r\/, (mod. g'' - 1). (25) 



Ciò posto, pel § 15 la congruenza 

5f^ — 1=0 (mod. p) 

con p primo con g, ammette infinite soluzioni; cioè esistono infiniti 
numeri multipli di p scritti con sole cifre eguali alla massima dei 
sistema. Se qui sopra prendiamo e eguale ad una di queste soluzioni 
(nella pratica sarà preferita la minima) possiamo per In (25) scrivere 

i=h-l 

U ^ S Wi (mod. p). 

i=0 

Dunque: In qualsiasi sistema di numerazione, un qualsiasi numero XJ 
è congruo (secondo un qualsiasi numero p primo con la base del sistema) 
alla somma dei numeri ottenuti dal separare, a partire da destra, finché 
sia possibile, le cifre di U in gruppi di e cifre Vuno, essendo e il nu- 
mero delle cifre di un qualsiasi multiplo di p, scritto con sole cifre eguali 
a g — 1. (Confr. Loria: *" Carattere di visibilità ecc. ^ Boll, di Mat,^ 
a. 1902, n. 1). 

G. Calvitti. 



QUISTIONI PROPOSTE 



708. Data la definizione di eguaglianza posta dal Veronese nella 

seconda edizione del suo testo di geometria e nella terza edizione 

della seconda parte, si domanda se sia possibile dimostrare che in 

due figure eguali a tre punti allineati dell'una corrispondano tre punti 

allineati dell'altra. 

Catania. 

709. Costruire i punti di una ellisse per i quali il raggio di cur- 
vatura è eguale al semidiametro coniugato a quello che passa per 
il punto. 

710. Sia M un punto d'un ellisse, F un fuoco, P, Q i punti d'in- 
contro della tangente in M col circolo di raggio MF. L'area della 
curva luogo di P, Q è doppia di quella del cerchio che ha per dia- 
metro l'asse maggiore dell'ellisse. 

711. Siano M un punto qualunque preso sulla sviluppata di un 
ellisse, A il piede della normale doppia e B, C i piedi delle normali 
semplici condotte da M all'ellisse, A' il simmetrico di A rispetto al 
centro dell'ellisse. * 
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1. La retta che passa per il baricentro del triangolo ABC e per 
il centro delFellisse è parallela a BC. 

2. La parallela per A a BC è normale ad un'ellisse fissa. 

3. Il luogo del circumcentro, del baricentro e dell'ortocentro del 
triangolo ABC sono curve che hanno per aree rispettivamente 

12 ' 18 ' 2 ^ ^' 

£ e D essendo le aree dell'ellisse e della sua sviluppata. 

4. Il luogo del centro dell'iperbole equilatera circoscritta al qua- 

drilatero ABCA' è una curva la cui area ò -^ + ^ . 

5. Il luogo del punto d'incontro degli assi delle due parabole cir- 
coscritte al quadrilatero ABCA' è una curva la cui area è n^j . 

6. Il luogo del centro dell'iperbole d'Apollonio relativa al punto M 
è una sviluppata d'ellisse: l'area di questo è -^ - 

E.-N. Barisien. 
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H Congresso degli Ingegneri ed Architetti Italiani 

(Milam 1906). 

Si riunirà a Milano nel settembre del 1906 l'XI Congresso degli Ingegneri 
ed Architetti Italiani. 

I Congressi degli Ingegneri si riuniscono regolarmente ogni tre anni ; 
il primo Congresso ebbe luogo a Milano jiel 1875 sotto la presidenza del 
compianto Senatore Brioschi. Successivamente altre riunioni ebbero luogo 
nelle principali città d'Italia, sedi di Collegi. La X ed ultima riunione si 
tenne a Cagliari nell'anno 1902: essa deliberò che il successivo Congresso 
dovesse riunirsi a Milano nel 1905. Essendo poi stata rimandata la data del- 
l'Esposizione Internazionale di Milano dal 1905 al 1906, anche il Congresso 
degli Ingegneri ed Architetti fu rimandato, e definitivamente fissato pel 
settembre 1906. 

A questa riunione, a cui la coincidenza di luogo e di data con la grande 
Esposizione, dà particolare importanza ed interesse, saranno trattate impor- 
tanti questioni di interesse tecnico e generale. 

Fu in questi giorni diramata la circolare di invito al Congresso per parte 
del Comitato Esecutivo all'uopo nominato; essa rileva appunto come fosse 
opportuno e logico, che in Milano, nello stesso anno in cui l'Italia è chiamata 
ad affermarsi in cospetto alle altre nazioni civili per i progressi tecnici ed 
industriali conseguiti, gli Ingegneri ed Architetti d'Italia fossero chiamati a 
Congresso per discutere delle importanti questioni che si affacciano col grande 
odierno movimento in cui essi hanno tanta viva parte. 

II Congresso di Milano, secondo il programma già distribuito, sarà diviso 
in cinque sezioni, dedicate ciascuna alle seguenti materie: 

Sezione I. — Archeologia — Architettura — Edilizia — Igieìie, 
» II. — Aereonautica — Idraulica — Bofìi fiche. 
» III. — Strade ordinarie — Strade ferrate — Ponti, 
> IV. — Meccanica — Tecnologie industriali — Costruzioni navali — 

Metallurgia — Miniere — Elettrotecnica. 
» V. — Geodesia — Topografia' — Catasto — Agraria — Economia 

rurale ed Estimo. 

A Sezioni riunite verranno poi trattati argomenti di Legislazione tecnica 
e questioni professionali. 

I temi da proporsi alla discussione dovranno essere mandati al Comitato 
Esecutivo del Congresso entro il 31 marzo p. v., e le memorie illustrative 
degli stessi dovranno pervenire al Comitato entro il 31 luglio successivo. 

II congresso viene organizzato da uno speciale Comitato Esecutivo, nomi- 
nato dal Collegio degli Ingegneri ed Architetti di Milano. L'Ufficio di Presi- 
denza dello stesso è rimasto cosi formato : 

Colombo Sen. Prof. Ing. Giuseppe, Presidente. — Celoria Ing. Comm. Gio- 
vanni — De Capitani Nob. Ing. Cav. Edgardo — Saldini Ing. Prof. Cesare, Vice 
Presidenti. — Sacerdoti Ing. Nino, Segretario generale. — Baroni Ing. Mario — 
Belluzzo Ing. Giuseppe — Gattinoni Ing. Ettore — Minoriui Ing. Francesco — 
Semenza Ing. Guido, Segretari. — Chiodi Ing. Giuseppe, Cassiere. 

Secondo prescrive il regolamento, per ottenere l'iscrizione al Congresso si 
dovrà inviare l'adesione insieme alla quota d'iscrizione fissata in L. 20 (venti) 
al Comitato Esecutivo a Milano, Via S. Paolo N. 10. 

Il Comitato Esecutivo, il quale lavora già attivamente per preparare 
questo Congresso, cercherà di rendere più interessante la riunione, procu- 
rando che i colleghi abbiano modo di visitare in occasione della loro venuta 
a Milano quanto vi può essere di nuovo e di importante dal lato tecnico ed 
artistico nella Lombardia. 
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La teoria delle sezioni coniche, trattata indipendentemente 
dalla geometria analitica e dalla geometria proiettiva, presenta in 
tutti i trattati che sono a mia conoscenza delle lacune di una 
certa importanza. 

La più importante è quella relativa allo studio dei diametri, 
studio che in alcuni trattati viene omesso del tutto, in altri viene 
fatto soltanto per Tellisse, considerata come proiezione del cerchio. 
Eppure tale studio può farsi elementarmente con una semplicità 
ed una eleganza, che non hanno nulla da invidiare ai metodi della 
geometria analitica e della geometria proiettiva, purché si faccia 
opportunamente uso delle considerazioni planimetriche e stereo- 
metriche alternativamente. 

Credo dunque fare cosa non del tutto inutile pubblicando questo 
articolo, nel quale è esposta una trattazione delle coniche, quale 
a mio parere dovrebbe essere svolta nel 2^ biennio degl' Istituti 
tecnici. Per la natura stessa delP argomento, questo articolo non 
può contenere proprietà nuove; anche varie dimostrazioni sono 
vecchie e note ; ma nelP insieme spero che il lettore troverà qualche 
cosa di nuovo. 

Proprietà generali. 

I. Definizione. — Si chiama sezione conica o pia brevemente conica 
ogni linea ottenuta come intersezione di un piano con una superficie 
conica rotonda. 

Esaminiamo tutti i casi che si possono presentare, ed a tale 
scopo cominciamo col ricordare che si chiama angolo di una super- 
ficie conica rotonda l'angolo acuto formato dall'asse con una delle 
generatrici ; indicheremo questo angolo colla lettera 6. Inoltre per le 
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sezioni prodotte in una superficie conica da un piano che passa 
per Tasse è noto il seguente 

Teorema. — Un piano passante pel vertice di una superficie conica 
rotonda, il cui angolo è 6; 

1** ha tutti gli altri suai punti esterni alla superficie se forma col- 
l'asse un angolo maggiore di 6 (fig. 1); 





Fig. 1. 



Fig. 2. 



Fig. 3. 



2® ha in comune con essa tutti e soli i punti di una generatrice, 
se forma colmasse un angolo eguale a 6 (fig. 2) ; 

3® Jui in comune con essa tutti e soli i punti di due generatine!, 
se forma colVasse un angolo minore di 6 (fig. 3). 

Nel 2® caso il piano si chiama tangente. 

2. Ciò premesso consideriamo un piano a che non passi per il 
vertice V del cono, ed insieme con esso il 
piano a^ parallelo ad a condotto per V. 
1®. Se a e quindi anche a^ forma col- 
\.-- Tasse un angolo cp maggiore di 6, le due 
falde della superficie si trovano da parti 
opposta di a,. , e per conseguenza a incontra 
tutte le generatrici di una falda, ossia la 
conica che essa determina è tutta sopra una 
falda della superficie ed i suoi punti sono 
tutti a distanza finita dal vertice (fig. 4). 
2*^. Se a, e quindi anche a^ forma con 
Tasse un angolo uguale a 9, a^ ha in comune colla superficie conica 




Fig. 4. 
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una ed una sola generatrice, e le due falde di tale superficie si 
trovano da parti opposte di a^ . Per conseguenza a dovrà incontrare 
tutte le generatrici di una falda eccetto quella che è contenuta 
in a^ e quindi è parallela ad a (fig. 5). 

In altre parole la conica determinata da a è tutta situata sopra 
una falda della superficie conica, ed i suoi punti hanno dal vertice 
distanze che possono essere maggiori di qualunque segmento. 

3^ Se a, e quindi anche a^, forma collVjpe un angolo minore 
di 6, il piano a^ ha in coiXcine colla super.iie conica due rett^ 
e divide in due parti ciascuna delle sue falde. Per conseguenza a 





Fig. 5. 



Fig. 6. 



incontra tutte quelle generatrici delle due falde che si trovano da 
una parte di a^ , escluse le due contenute in a^ e parallele ad a 
(fig. 6). In altre parole la conica determinata da a si compone di 
due rami distinti situati rispettivamente sulle due falde della super- 
ficie; e le distanze dei punti di ciascun ramo dal vertice possono 
diventare maggiori di qualsiasi segmento. 

Da questo esame sommario apparisce che le sezioni prodotte 
in una superficie conica da un piano che non passa pel vertice 
si possono distinguere in tre classi, che designeremo nel modo 
seguente : 

Definizioni. — 1». Una sezione conica prodotta da un piano ol 
che non passa pel vertice si chiama ellisse, parabola o iperbole, secondo 
che ix, fa coWasse un angolo maggiore, eguale o minore di 6. 

2». Un punto del piano a si dice interno o esterno ad una conica, 
secondo che è interno ad una delle falde della superficie o estemo a 
tutte e due. 

Corollario. — Il circolo è un caso particol^ire dell'ellisse. 
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Infatti si ottiene un circolo tagliando una superficie conica con 
un piano perpendicolare all'asse, ossia con un piano che fa còirasse 
un angolo cp = 90® (> 6). 

3. Da quanto è stato detto fin qui risulta che tuttte le sezioni 
coniche possibili possono raggrupparsi nel seguente quadro, segui- 
tando a chiamare cp Tangolo del cono e 6 Tangolo dell'asse col piano 
secante. 



piano a 
passante per il vertice 



piano « 
non passante per il vertice 



cp > tì un punto 
(f = e una retta 
9 < 9 due rette 

^ellisse 
^ -^ i circolo, se -f = 90« 
(p = 6 parabola 
cp < 6 iperbole 



Definizione. — Si chiamano assintoti di un'iperbole le due rette 
intersezioni del piano a della medesima coi piani tangenti alla super- 
ficie conica lungo le generatrici comuni alla superficie medesima ed 
al piano a,, condotto pel vertice della, superficie, parallelo ad a. 

4. Teorema. — Ogni sezione coìiica ha per asse di simmetria, la 
proiezione dell'asse della superficie conica sul piano della sezione. 

Condotto per il vei'tice V il piano ^ perpendicolare al piano % 
della conica, tanto la superficie conica quanto il piano a risultano 
simmetrici rispetto a p, e perciò anche la loro intersezione è sim- 
metrica rispetto al piano ^ ovvero alla retta comune ai piani a, ^. 

È facile vedere che questa retta incontra in due punti la super- 
ficie conica, oppure in uno solo, se è parallela ad una generatrice, 
il che avviene soltanto se è q) = 0, 

Definizioni. — 1*. La proiezione dell'asse di una superficie conica 
sul piano di una sezione si chiama asse principale della sezione conica. 

2*. 1 punti d' incontro di una conica col suo asse principale si 
chiamano vertici principali. 

Corollari. — 1^ Un'ellisse o un'iperbole ha due vertici prìncipali, 
una parabola ne ha un solo. 

2^. I due assintoti di un'iperbole s^ incontrano tn un punto dell'asse 
principale della medesima. 

Infatti le due generatrici comuni alla superficie conica e al 
piano a^ sono simmetriche rispetto al piano p, perciò i piani tan- 
genti alla superficie conica luogo di esse sono pure simmetrici ri- 
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spetto a p e si tagliano secondo una retta situata in p, perciò gli 
assintoti, intersezioni di questi piani con a si tagliano in un punto 
della retta pa cioè dell'asse principale. 

Definizione. — 3^. Si chiama lunghezza dell'asse principale di 
un'ellisse o di un'iperbole, la distanza dei due vertici principali, 

5. Definizioni. — 1*. Uìia retta si dice tangente ad una conica se 
è situata nel suo piano ed in un piano tangente alla superficie conica. 
U punto comune ad uìia conica e ad una tangente si chiama punto 
di contatto di questa. 

2\ La retta situata nel piano di una conica e perpendicolare ad 
una sua tangente nel punto di contatto si chiama normale alla conica. 

CoEOLLABio. — Dato un punto A di una conica, si può condurre 
in esso una ed una sola tangente» 

Questa è la retta d' intersezione del piano della conica col piano 
tangente in A alla superficie conica. 

E opportuno osservare che, se si considera la retta che passa 
per due punti A,B di una conica, e si suppone che il punto B si 
muova sulla curva in modo che la distanza AB decresca indefini- 
tamente, la posizione limite della retta AB è la tangente in A 
alla conica. 

6. Teorema. — Uìia retta situata nel piano di una conica ha al 
più due punti comuni con essa. 

Sia p una retta situata nel piano t: di una conica y» È evidente 
che, se P è un punto comune a |? e a y? la retta che congiunge P 
col vertice della superficie conica appartiene a questa superficie e 
al piano Vp. Inversamente se r è una generatrice della superficie 
conica situata nel piano Vp essa incontrerà p (purché p non sia 
parallela ad r) in un punto P comune ape alla conica y» 

Siccome un piano condotto pel vertice V della superficie conicia 
non può avere più di due generatrici comuni con essa (§ 1, teor.), 
ne risulta che una retta p non può avere più di due punti comuni 
con la conica. 

7. Preadendo più minutamente in esame le varie posizioni di 
una retta rispetto ad una conica, al teorema precedente possiamo 
aggiungere le considerazioni seguenti: 

1*. Se la conica y e una ellisse, la retta p non è parallela ad 
alcuna generatrice della superficie conica, ed allora essa ha due, 
uno o nessun punto comune con la conica y? secondo che il piano \p 
ha due, una o nessuna generatrice comune con la superficie. 
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2*. Se la conica y è una parabola od una iperbole, ma p non ò 
parallela ad alcuna generatrice della superficie conica, si possono 
ripetere le stesse considerazioni del caso precedente. 

3^. Se la conica y è una parabola, epe parallela all'asse, è 

anche parallela alla generatrice r parallela al piano della parabola ; 

. allora è chiaro che il piano Vp taglia la superficie secondo la r e 

secondo un'altra generatrice r' che incontra p, ossia la p ha uno 

ed un solo punto comune còlla parabola. 

4*. Se la conica y è una iperbole, epe parallela ad uno dei 
due assintoti della medesima, e quindi anche ad una delle due ge- 
neratrici della superficie conica situate nel piano per V parallelo 
al piano iz della sezione conica, il piano Vp, o taglia la superficie 
conica secondo la generatrice r e secondo un'altra generatrice «, 
la quale incontrerà s in un punto, oppure coincide col piano tan- 
^. gente lungo la r. Nel primo caso la p ha un sol punto comune 

con la conica, nel secondo caso p coincide con l'assintoto e non ha 
nessun punto comune a distanza finita colla conica. 

Da queste considerazioni discendono i seguenti 

Corollari . — 1®. Ogni retta parallela all'asse di uìm parabola 
incontra la parabola in uno ed in un solo punto. 

2®. Ogni retta parallela ad un assintoto di un' iperbole, inc&ntra 
r iperbole in uno ed in un sol punto, 

3®. Ogni retta che ha un sol punto comune con un'ellisse ed è 
situata nel suo piano è tangente ad essa. 

4®. Ogni retta che è situata nel piano di una parabola, ed ha un 
sol punto comune con essa e non è parallela all'asse, è tangente alia 
parabola. 

6®. Og^ìi retta che è situata nel piano di una iperbole e che noti 
è parallela ad un assintoto ed ha un sol punto comune con essa, è 
tangente alV iperbole. 

Fuochi - Eccentricità. 

8. Teorema. — Esistono du£ superficie sferiche inscritte in una 
superficie conica e tangenti ad un piano a che non passa per il ver- 
tice, se 9 non è uguale a tì] ne esiste una, «e é cp = 6. 

Si conduca per l'asse il piano ^ perpendicolare ad a e sieno r, r 
le generatrici in esso contenute, ed a la retta a^ (fig. 7). 

Se a non è parallelo ad r ne ad r forma con esse un triangolo, 
ed esistono quattro circoli tangenti ad r, r', a. Di questi due sono 
interni all'uno o all'altro degli angoli delle r, r che contengono 
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l'asse del cono. Più particolarmente, se la sezione conica è una 
ellisse, i due circoli suddetti sono quello inscritto e uno degli exin- 
scritti e sono interni allo stesso angolo ; se la sezione è un' iper- 
bole i due circoli sono due degli exinscritti e sono interni rispet- 
tivamente ai due angoli delle r, r', che contengono Tasse. 

V 




Fig. 7. 

In ambedue i casi le sfere, che hanno per sezioni diametrali quei 
due circoli, sono inscritte alla superficie conica e tangenti al piano a. 

Se la sezione è una parabola, la retta a risulta parallela ad 
una delle rette r, r', per esempio alla r', ed allora esistono due 
soli circoli tangenti alle rette ?•, r', a, dei quali uno solo è interno 
a uno degli angoli delle ?•, r che comprendono l'asse. 

La sfera, che ha per sezione diametrale questo circolo, è inscritto 
nella superficie conica e tangente al piano della sezione conica. 

Definizioni. — 1^. Chiamasi fuoco dì una conica il punto di 
contatto del suo piano a, con una superficie sferica tangente ad esso 
e inscritta nella superfìcie conica, 

2^. La retta comune al piano ol della sezione e al piano che passa 
per il circolo comune alla superficie conica e alla superficie sferica 
inscritta e tangente ad a in un fuoco, si chiama direttrice corrispon- 
dente a quel fuoco. 
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Corollari. — 1®. / fuochi di una conica sono situati sulVasse 
principale, le direttrici sono perpendicolari all'asse stesso, 

2^. Un'ellisse ha due fuochi intemi al segmento che ha per estremi 
i vertici; un^ iperbole ne ha pure due esterni al segmento stesso; una 
parabola ha un solo fuoco. Nel circolo i due fuochi vengono a coin- 
cidere nel centro, poiché le due sfere che li determinano toccano il 
J piano del circolo nello stesso punto. 

9. Teorema 1^. — Per i punti di un' ellisse è costante lu somma 
delle distanze dai fuochi; per i punti di un'iperbole è costante la 
differenza delle distanze dai fuochi. 

Sia P un punto di un'ellisse (o di un'iperbole), Q, Q' i punti 
d'incontro della generatrice VP coi circoli e, e di contatto della 
superficie conica colle superficie sferiche che determinano i fuochi 
F, F'. 

Poiché i segmenti tangenti condotti da un punto ad una sfera 
sono eguali, si ha 

PF = PQ , PF' = PQ'. 

Se la sezione è un'ellisse (P essendo interno al segmento QQ') 
si ha PQ + PQ' = QQ', e quindi anche 

PF 4- PF' = QQ'. 

Se la sezione è un'iperbole (P essendo esterno al segmento QQ')? 
QQ' è uguale alla diiferenza di PQ e PQ', perciò si ha anche 

PF — PF = QQ', 
oppure 

PF' - PF = QQ', 

secondo che il punto P è sull'uno o sull'altro ramo della curva. 

Ma il segmento QQ' di generatrice, compreso fra due sezioni 
iiormali della superficie conica è costante, e l'indicheremo sempre 
con 2a, perciò avremo 

per i punti dell'ellisse PF + PF' = 2a 

» » di un ramo d'iperbole PF — PF' = 2a 

dell'altro ramo PF'— PF=2rt. 

Corollari. — 1^. / due fuochi di un'ellisse o di un'iperbole sono 
situati a distanze eguali dai due t'ertici rispettivamente. 

Infatti se A, A' sono i vertici di un'ellisse si deve avere 

AF + AF' = A'F + A'F', 
ma si anche 

AF' = AF + FF' , A'F == A'F' + F'F , 



PERIODICO DI MATEMATICA. 153 

perciò si dovrà avere 

2AF 4- FF' == 2AT' + FF\ 
e quindi 

AF = A'F'. 

2^. La costante 2a del teorema precedente è la lunghezza dell'asse 
principale. 

Infatti si deve avere nell'ellisse 

AF + AF = 2a, 
ovvero 

AF 4- FA' = 2a , 
ovvero ^ 

AA' = 2a. 

Una dimostrazione simile può farsi per l'iperbole 
Definizione. — Si chiama distanza focale di un'ellisse o di una 

iperbole il segmento che ha per estremi i due fuochi. Indicheremo la 

sua lunghezza con 2e. 

IO. Teorema 1®. — La somma delh distanze di un punto situato 
nel piano di un'ellisse dai due fuochi di questa è minore o maggiore 
di 2a secoìido che esso è intei^no o estemo all'ellisse. 

Se I è un punto interno ad un'ellisse (fig. 8), la semiretta FI 
incontra l'ellisse in un punto M estemo k^ 
al segmento F'I, e si ha 

IF < IM + MF 

e quindi (essendo FI + IM = F'M) 
FT + IF<F'M + MF, 

ovvero 

FI + IF < '2a. 

Fig. 8. 

Se invece E è un punto esterno 
all'ellisse, il segmento FÉ incontra l'ellisse in un punto M', e si ha 

F'E + EM'> F'M', 

e ([uindi (essendo EM'+ MT = EF) 

F'E-f EF>F'M' + M'F, 
ovvero 

FF + ET>2«. 

Teorema 2°. — La differenza delle distanze di un punto, situato 
nel piano di un' iperbole, dai fuochi di questa è minore o maggiore 
di 2a, secondo che esso è esterno o interno all' iperbole. 





Fig. 9. 
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Se I è un punto in temo ad uno dei rami di un'iperbole ed F' 
il fuoco in temo all'altro ramo, è facile vedere che il segmento F'I 

incontra i due rami d'iperbole cia- 
scuno in un punto ; essendo M il 
punto d' incontro col ramo rispet- 
to al quale I è intemo, si ha 

IF= IM-|-MF= IM4-MF-|-2«, 

essendo 

MF'= MF + 2a ; 
e siccome 

DI4-MF>IF, 
risulta 

IF — IF > 2a. 

Se invece E è esterno all'iperbole, il segmento EF' taglia il ramo 
rispetto al quale F' è intemo, in un punto M', e si ha 

EF < EM'+ M'F = EM'+ MT'+ M'F — MT' 
ossia, essendo M'F — MT'= 2a, 

EF < EF'4- 2a, 

e (juindi 2a è maggiore della differenza fra EF' ed EF. 

Corollari. — 1^. L'ellisse è il luogo geometrico dei punti di un 
piano per i quali è costante la somma delle distanze dai due punti 
fìssi (fuochi). 

2^. L' iperbole è il luogo geometrico dei punti di un piano per i 
quali è costante la differenza delle distanze da due punti fissi (fuochi). 

II. Teorema. — Per tutti i punti di una conica è costante il rap- 
porto delle distanze da un fuoco e dalla direttrice corrispondente. 

Preso un punto qualunque P di una sezione conica (fig. 7), si 
conduca per esso un piano y" perpendicolare all'asse, che taglierà 
la superficie conica secondo un circolo e"; e sia H la proiezione di P 
sull'asse della conica. Il piano ^ condotto per l'asse della superficie 
conica, perpendicolare al piano della sezione conica data, taglia il 
piano y' ® i piani y, y' (che passano per i circoli di contatto delle 
sfere che determinano i fuochi) secondo tre rette parallele, che 
sono tagliate dall'asse della sezione nei • punti H, D, D'. dalla 
generatrice VA nei punti K, K^, Kg dalla generatrice VA' nei 
punti K', K'x, K'2. 

Per il teorema di Talete si ha dunque 

KKi _ KK2 _ AKj _ KK^ 
HD ~ HD' "" AD " AD' ' 
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Ma si ha pure (indicando con N, N' le proiezioni di P sulle 
direttrici d, d!) 

KK,=:PQ = PF 

KKa = PQ' = PF', 

HD = PN , HD' = PN' 

AKi = AF, AK3 = AF. 

Perciò si ha pure 

^ PF^ _ ^ __A^_ AF 

PN "■ PN' ~ AD ~ AD' ' 

In simil guisa si trova 

PF _ PF _ AT _ AT ' 
PN^'PN' ~A'D~A'D" 

Da queste proporzioni discende la verità dell'enunciato teorema, 
e risulta anche che il rapporto costante delle distanze di un punto 
della conica da un fuoco e dalla corrispondente direttrice, è il 
medesimo per ambedue i fuochi. 

Se la curva data è una parabola, esiste uno solo dei piani y? Y 
per es. y, ma nel resto il ragionamento non varia. 

Essendo però l'asse della parabola parallelo alla generatrice r', 
il triangolo ADKj , risulta isoscele e si ha 

?^ = 1, ossia PF = PN. 

Definizione. — // rapporto costante delle distanze di un punto 
di una conica da un fuoco e dalla corrispondente direttrice, si chiama 
eccentricità e s'indica abitualmente colla lettera e. 

Corollari. — 1®. L'eccentricità di un'ellisse o di un'iperbole è 
eguale al rapporto fra la distanza focale e la lunghezza dell'asse. 

Si ha infatti, essendo A, A' punti della conica 

_ AF _ AF _ A/F _ AT' . 
^ ~ AD ~ AD' "~ AD ~ AD' ' 

essendo AF = A'F', A'F = AF', risulta intanto 

AD = A'D', AD' = A'D, 
perciò si ha anche 

AF — AF FF' 2c e 



e = 



Ab — AD ~ A A' ~ 2rt a 
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2^ V eccentricità dell'ellisse é < 1, quella dell' iperbole é > 1, 
quella della parabola è 1, quella del circolo è 0. 

Infatti nelPellisse è 2c<2a, nell'iperbole 2c>a, nel circolo 2c=0. 

3^ Se per uno dei veHici A' di un'ellisse o di un'iperbole (fig. 7) 
si conduce nel piano che passa per esso e per lasse della superficie 
conica una perpendicolare aliasse, e si chiama L il punto d'incontro di 
questa perpendicolare colla superficie conica, il segmento AL è uguale 
alla distanza focale. 

Infatti si ha 

AL AKi AF 



Ma si ha anche 



A A' ~ AI) 
FF 



AD 



= e. 



AA' 



= e\ 



dunque 



AL = FF'. 



-V^. Se k. è il vertice di una paràbola^ AO la perpendicolare da 
esso condotta aliasse del cono, OL In perpefidicolare condotta da 
alla generatìHce VA, il punto è il centro della sfera inserititi alla, 
superficie conica e tangente al piano della parabola, AL è eguale alla 
distanza del vertice della parabola dal fuoco, 

12. Teorema. — Un punto del piano di una parabola ha dal fuoco 
una distanza minore o maggiore di quella che ha dalla direttrice, 
secondo che esso è inteimo o estemo alla parabola. 

Se I (fig. 10) è un punto interno ad una paittbola, e II' è la 
perpendicolare da esso condotta alla direttrice, 
essa incontrerà la parabola in un punto M in- 
tomo al segmento II', e si avrà 

IF < IM + MF 

ovvero, essendo MF = MI' 

IF < ir. 

Similmente, essendo E un punto esterno 
alla parabola EE' la perpendicolare da E alla 
direttrice N il punto d' incontro del segmento 
EF colla parabola, NN' la perpendicolare con- 
dotta da N alla direttrice, si ha 

Fig. 10. 

EE'<EN'<EN-f NN', 
e, siccome NN'= NF 




EE'< EN + NF ossia EE'< EF. 
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Corollario. — La parabola è il luogo dei punii di un piano 
equidistanti dal suo punto fisso (fuoco) e da una retta fissa (direttrice). 

13. I corollari 1® e 2® del § 10 e il corollario del § 11 enunciano 
proprietà delle coniche che sono sufficienti a definire l'ellisse, l'iper- 
bole e la parabola nel piano indipendentemente dalla superficie 
conica dalla quale sono state ricavate come sezioni. Per potere 
prendere queste proprietà come definizioni delle coniche è necessario 
però dimostrare il teorema inverso, che è il seguente. 

Teorema. — Ogni curva definita conte luogo dei punti di un piano 
per i quali è costante la somma o la differenza delle distanze da due 
punti fissi, oppure come luogo dei punti di un piano equidistanti da 
un punto e da una retta è una sezione 
conica. 

1®. Sia data una curva definita come 
luogo dei punti di un piano, tali che la 
somma delle loro distanze da due punti 
fissi F, F' sia eguale a 2a. 

Prendiamo una superficie conica ro- 
tonda arbitraria e siano r, r (fig. 11) 
due generatrici situate in un piano tc 
che passa per Passe s della superficie. 
Preso su r un segmento VE = 2c = FF ', pig, i , , 

e condotta per E una perpendicolare 

ad Sj si descriva col vertice in V, con raggio 2a un circolo. Questo, 
essendo E intemo ad esso, perchè 2c < 2a, taglierà la perpendi- 
colare suddetta in due punti, uno dei quali, E', è sulla semiretta 
uscente da E che incontra s. Si conduca da E' la E' A' parallela 
ad r, quindi per A' (incontro con r) si conducano A'A^ parallela 
a VE' e A'L parallela ad FÉ. Avremo 

AL = 2c AA' = 2a. 

Se per la retta AA' si conduce un piano perpendicolare a tc, 
esso taglierà la superficie conica secondo un'ellisse che ha A, A' 
per vertici e AL per distanza focale, ossia è eguale alla curva 
data (v. § 11, cor. 3^), perchè, essendo VE'>VE, la VE fa colPasse 
della superficie perpendicolare ad EE' un angolo maggiore di quello 
che fa VE. 

2^ Sia data una curva definita come luogo dei punti di un 
piano, tali che sia costante la differenza delle distanze da due 
punti. 
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Si ripeta la stessa costruzione precedente e gli stessi ragiona- 
menti. Si osservi però che affinchè la retta EE' (fig. 12) incontri 
il circolo di centro V e raggio 2a (che in questo caso è minore 
di 2c) è necessario che 2c non sia minore della 
distanza di V da EE'. 

3^. Sia data una curva definita come luogo 
dei punti equidistanti da un punto F e da una 
retta d. 

Presa una superficie conica arbitraria, siano 
r, r le due generatrici contenute in un piano 
che passa per Passe s. Si costruisca un trian- 
golo EGE' che abbia un lato EG eguale a metà 
della distanza di F da d, ed i lati E'G, E'E ri- 
spettivamente perpendicolari ad r ed 8, Condotta 
per E' la parallela ad r che incontri in la «, 
e poi per le OL, OA, perpendicolari ad r, s 
rispettivamente, si ottiene un triangolo OLA che verifica le stesse 
condizioni ed ha un vertice O sulla ^. Se da A si conduce una retta p 
parallela ad r e per p un piano perpendicolare a quello della figura, 
questo taglia la superficie conica secondo una parabola che ha la 
retta p per asse e tale che la distanza dal vertice A al fuoco sia 
eguale ad AL (§ 11, cor. 4°). Perciò questa parabola è identica alla 
curva data. 




Fig. 12. 



14. Teorema. — // luogo dei vertici dei coni rotondi che proiet- 
tano una data conica G è un^altra conica G' situata nel piano per- 
pendicolare a quello della G condotta per Vasse della medesima. E 
più particolarmente : 

1^ se Gc è imbellisse (o un' iperbole) G' è V iperbole (o V ellisse) che 
ha per fuochi i vertici di G e per vertici i fuochi di G; 

2° se G è una parabola, G' è la parabola che ha per fuoco il 
vertice di G e per vertice il fuoco di G. 

1^. Dalle costruzioni fatte nel § precedente apparisce che af- 
finchè V sia vertice di un cono rotondo che proietta un'ellisse 
(o un' iperbole) G avente A, A' per vertici (figg. 11 e 12)j è 
necessario e sufficiente che sia situato nel piano perpendicolare 
a quello della G condotto per A A', e che si abbia |VA' — VA| = 
= AL = 2c (oppure VA -f- VA' = AL = 2c). Dunque il luogo dei 
vertici V è un'iperbole (o un'ellisse) che ha A, A' per fuochi ed 
ha l'asse principale eguale a 2c, cioè passa per i fuochi della 
curva data. 
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2**. Affinchè V sia vertice di un cono rotondo che proietta una 
data parabola G di fuoco F e vertice A, è necessario e sufficiente 
che sia situato nel piano perpendicolare a quello di G condotto 
per la AF e che si abbia VA =VB (essendo B il simmetrico di A 
rispetto all'asse del cono), cioè che V sia equidistante da A e dalla 
retta d perpendicolare a p condotta per il punto simmetrico di A 
rispetto ad F. Dunque il luogo dei vertici V è una parabola che 
ha A per fuoco e F per vertice. 

Definizione. — La conica, luogo dei vertici dei coni rotondi che 
proiettano una data conica, si chiama la conica focale di questa. 

Corollari. — 1®. La conica focale di un'ellisse è un' iperbole, di 
un^ iperbole è un'ellisse, di una parabola è una parabola eguale, 

2^. La conica focale della coìiica focale di una data conica, è la 
conica stessa. 

3^. Un'ellisse si può inguardare come sezione di due cilindri cir- 
colari che hanno le generatrici parallele ad uno degli assintofi dell'iper- 
bole focale. 

Assi; centro. 

15. Teorema. — Un'ellisse o un'iperbole ha un secondo asse di 
simmetria perpendicolare al suo asse principale, e che divide per metà 
la sua lunghezza. 

Infatti per il punto di mezzo del segmento AA' o FF' di 
un'ellisse si conduca la perpendicolare all'asse principale, e sia P 
un punto qualunque dell'ellisse. Si avrà 

PF + PF' = 2a. 

Se P' è il simmetrico di P rispetto alla perpendicolare suddetta, 
si ha, essendo anche F, F' simmetrici rispetto alla stessa retta, 
PF = PT', PF' = PT, e perciò 

P'F' + P'F = 2a, 

cioè anche P' appartiene all'ellisse. 

Dimostrazione simile può ripetersi per l'iperbole. 

Definizione. — 1*. L'asse di simmetria perpendicolare all'asse 
principale di un'eUisse o di un'iperbole si chiama asse secondario. 

Corollario. — 1®. Un'ellisse o un'iperbole è simmetrica rispetto 
al punto d' incontro dei due suoi assi, ossia questo punto è il centro 
della curva. 
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Definizione. — 2\ Le ellissi e ViperhoU si chiamano anche coniche 
centrali (cioè dotate di centro) e le parabole coniche non centrali. 

Corollario. — 2^. L'asse secondario di un'ellisse incontra la curva 
in due punti B, B', che hanno dal centro una distanza b = ^a** — e*. 

Infatti, affinchè un punto sia contemporaneamente sull'ellisse 
e sulFasse secondario, è necessario e sufficiente che sia 

PF + PF' = 2a 
PF = PF' ossia PF = rt . 

Si verificano dunque queste condizioni costruendo un triangola 
rettangolo, che ha a per ipotenusa e e per uno dei cateti. 

3**. Un'iperbole non ha alcun punto comune col suo asse secondario. 



Diametri delle coniche. 
Piani diametrali e diametri delle snperfleie coniche. 

16. Teorema. — Il luogo dei punti di mezzo delle corde parallele 
di una superficie conica è un piano che passa pel vertice. 

Essendo date quantesivogliano corde parallele fra loro (e per 
conseguenza non parallele ad alcuna generatrice) sia A A' (fig. 7) 
una di queste corde che incontri l'asse, e per essa si conduca il 
piano a perpendicolare al piano AA'V. Questo taglierà la superficie 
conica secondo una conica centrale, la quale ha un'asse di simme- 
tria secondario p. Tutte le corde della superficie parallele ad AA' e 
situate nel piano a sono dunque tagliate per metà dalla retta p^ 
ovvero dal piano Vp. 

Presa allora un'altra corda qualunque CC parallela ad AA', il 
piano VCC determina su a un'altra corda CiC\ divisa per metà 
dalla retta p, dunque anche OC è divisa per metà del piano Yp. 

Corollario. — Il luogo dei punti di mezzo delle corde di una 
conica parallele ad una data direzione è una retta. 

Questo luogo è infatti la retta comune al piano della conica e 
al piano che divide per metà tutte le corde della superficie conica 
parallele a quella direzione. 

Definizioni. — 1^. Chiamasi piano diametrale di una superficie 
conica rotonda, coniugata ad una data direzione, il piano che divide 
per metà tutte le corde parallele a quella direzione, 

2^. Chiamasi diametro di una conica coniugato ad una data dire- 
zione la retta luogo dei punti di mezzo delle corde parallele a quest(9 
direzione. 
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17. Teorema. — Se un diametro di una conica incontra la conica 
«tessa in uno o due punti, le parallele alle corde coniugate a questo 
diametro per quel punto, o per quei punti, sono tangenti alla conica. 

Sia M uno di tali punti; la parallela p alle corde coniugate a 
quel diametro dovrebbe incontrare la conica in due punti H, K, 
equidistanti da M, e siccome una curva non può avere più di due 
punti comuni con una conica, i tre punti H, K, M devono coin- 
cidere, cioè la p deve essere tangente alla conica. 

Corollario. — Se un piano diametrale di una superficie conica 
ha in comuìie con essa una o due generatrici, i piani che passano per 
una di queste e sono paralleli alla direzione a cui quel piano diame- 
trale è coniugato, sono tangenti alla superficie. 

18. Teorema. — Tutti i piani diametrali di una superficie conica 
coniugati alle rette di un piano passano per una retta. 

1®. Se un piano t: taglia una superficie conica secondo una ellisse 
od una iperbole, questa ha un centro C, che divide per metà tutte 
le corde della conica che passano per esso ; perciò tutti i piani dia- 
metrali della superficie, coniugati alle rette di ti:, passano per la 
retta VC. 

2°. Se un piano tz taglia una superficie conica secondo una pa- 
rabola, esso è parallelo ad una direttrice r. Allora il piano diame- 
trale coniugato ad una retta di tc deve passare per r (§ 17, Cor.). 

Corollari. — 1**. Tutti i diametri di una conica centrale passano 
per il centro. 

2^. Tutti i diametri di una parabola sono paralleli al suo asse. 

19. Teorema. — Tutte le sezioni prodotte in una superficie conica 
da piani paralleli sono curve simili. Il luogo dei loro centri (se le 
sezioni sono coniche centrali) è una retta che passa pel vertice. 

Questo teorema apparisce evidente se si pensa che due sezioni 
parallelle di una superficie conica sono linee omotetiche rispetto al 
vertice preso come centro. 

Definizione. — E luogo dei centri delle sezioni coniche ottenute 
tagliando la superficie conica rotonda con piani paralleli fra loro (e 
non paralleli ad alcuna generatrice) si chiama diametro delia superficie 
coniugato a quei piani. 

Corollario. — Se un piano diametrale iz di una superficie co- 
nica taglia questa secondo due generatrici, i piani tangenti alla su- 
perficie medesima si tagliano secondo il diametro d coniugato a iz; e 
viceversa se da una retta d condotta pel vertice della superficie co- 
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nica 8i possano condurre a questa due piani tangenti, il piano che 
passa per le due generatrici di contatto è il piano diametrale coniu- 
gato alla direzione d. 

Questa proprietà è conseguenza immediata del coroll. del § 17. 

20. Teorema. — Se tz è il piano diametrale coniugato ad una 
retta d, il diametro coniugato al piano tz è parallelo ad; e viceversa. 

Sia 7w il piano diametrale coniugato ad una data direzione, e 
TCi un piano parallelo a tc. Per un punto M' della sezione conica 
prodotta da tti si tracci la corda M'M parallela a d, il piano n la 
taglierà nel punto di mezzo L del segmento MM'. Allora se si con- 
duce per Y la di parallela a d^ questa incontrerà la corda M'M" situata 
nei piani tci e MM'V nel suo punto di mezzo N, perchè essendo MM' 
divisa per metà in L, anche V sarà il punto di mezzo di MM" ed 
N il punto di mezzo di MM'. 

Ciò prova che tutte le corde della sezione prodotta da tti sono 
divise per metà dal punto N, incontro del piano ir, colla retta 
per V parallela alla direzione d. Ne segue che N è il centro della 
conica, ossia dj è il diametro coniugato a Ui . 

Nello stesso modo si dimostra il teorema inverso. 

Corollari. -^ 1^. Se tz è il piano diametrale coniugato ad una 
retta d, « d' é una retta di ir, il piano diametrale n' coniugato a d* è 
parallelo a d. 

Fra le corde parallele alla retta d' consideriamo quelle che in- 
contrano la di che passa per V ed è parallela a d. Esse sono di- 
vise per metà da di dunque il piano diametrale tc' coniugato a d 
passa per di . 

2^ Esistono infinite teme di piani, passanti pel vertice di una su- 
perficie conica, tali che ciascuno di essi sia il piano diametrale coniugato 
aUa retta comune agli altri due, e che ciascuna retta comune a due 
di questi piani sia il diametro coniugato al terzo. 

Condotto per il vertice V un piano tc,, sia di il suo diametro 
coniugato ; per di si conduca un piano arbitrario 7C2 e sia d^ il suo 
diametro coniugato che, per il corollario precedente, deve giacere 
in T^x . Infine il piano iz^ determinato dalle rette di , dg deve avere 
per diametro coniugato una retta d^ giacente in tci e ^2 ? ossia da 
è la retta TCiTig . 

3^. Se di è il diametro coniugato ad una direzione d rispetto ad 
una conica centrale, il diametro coniugato alla direzione di deve essere 
parallelo a d. 

Infatti se d è una retta che passa per il centro della conica e 
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di è il SUO diametro coniugato, i piani Vrf, Ydi sono coniugati 
rispetto alla superficie conica. 

Definizione. — Due rette passanti pel centro di una conica cen- 
trale si chiamano diametri coniugati, se ciascuna di esse divide per 
metà le corde parallele alValtra. 

21. Definizione. — Due corde di una conica che congiungono un 
punto di essa coi punti d'incontro della medesima con un diametro si 
chiamano corde supplementari. 

Teorema. — Due corde supplementari di una 
conica centrale sono parallele a due diametri 
coniugati. 

Infatti, se P è un punto di una conica 
centrale, AB un suo diametro, il centro, 
le due rette OH, OK che congiungono il cen- pig. la. 

tro O coi punti di mezzo H, K delle corde, AP, 

BP sono i diametri coniugati a queste corde e sono parallele alle 
BP, AP rispettivamente. 



AssintotI delF iperbole. 

22. Teorema. — E diametro che divide per metà le corde di un'iper- 
bole parallele ad una data direzione, divide anche per metà i segmenti 
paralleli a questa stessa direzione che hanno gli estremi sugli assintoti. 

Se a è il piano delPiperbole, a^ il piano ad esso parallelo con- 
dotto per il vertice V della superficie conica, r, r' le generatrici 
contenute nel piano a^, u, tc' i piani tangenti alla superficie lungo 
r, r\ le rette rj , r\ intersezioni di a con ^, tu' sono per la defini- 
zione stabilita nel § 3 gli assintoti dell' iperbole. Per il corollario 
del § 19 la retta d= ut;' è il diametro coniugato al piano a^ o a. 

Se ora consideriamo una direzione qualunque d' contenuto in 
questo piano, il piano diametrale a', coniugato ad essa, passa per d 
e divide per metà tutte le corde della superficie conica parallele 
a d ed anche quelle limitate fra i piani tc, 7z\ Ne viene per con- 
seguenza che la retta aor' divide per metà tanto le corde della data 
iperbole quanto quelle della coppia di rette ri , r\ parallele a d. 

Apparisce quindi manifestamente che il punto d' incontro dei 
due assintoti rj, ri deve giacere sul diametro aa'. 

Corollari. — 1®. Ogni segmento tangente ad un'iperbole, avente 
i suoi estremi sugli assintoti, è diviso per metà dal punto di contatto» 
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2^. n punto d'incontro degli assintoti dell' iperbole è il centro della 
medesima. 

Infatti il punto d^ncontro degli assintoti dovendo trovarsi su 
tutti i diametri dell' iperbole deve coincidere col punto comune a 
questi, cioè col centro dell'iperbole. 

23. Teorema. — Un' iperbole non ha nessun punto comune coi suoi 
assintoti, ma la distanza di un punto di esso dagli assintoti decresce 
indefinitamente quando cresce indefinitamente la distanza del punto 
stesso dal centro. 




Fig. 14. 

Se OH, OK sono gli assintoti di un'iperbole ed A un punto 
della medesima (fig. 16), è chiaro che si può facilmente ottenere 
quanti punti si vogliono della curva conducendo per A una se- 
cante qualsiasi che tagli le OH, OK in A'. B' e prendendo su essa 
B'B=AA' (§ 22, Teor.). La distanza di B dall'assintoto OK è eguale 
alla proiezione di AA' sopra una perpendicolare ad OK, e perciò 
tende a zero quando la retta A'B' tende ad essere parallela ad OK. 

24. Teorema. — L'angolo che ciascuno degli assintoti fa col suo 
asse principale è l'angolo a^mto di un triangolo rettangolo che ha per 
ipotenusa la distanza focale 2c e per cateto la distanza dei vertici 2a, 
compreso fra questi lati. 

Ricordando la costruzione fatta per tagliare un dato cono con 
un piano in modo che la sezione prodotta sia eguale ad una data 
iperbole (§ 13, fig. 12) si vede che, se si conduce per EE' il piano 
perpendicolare all'asse della superficie e in esso per E' la corda KK' 
perpendicolare ad EE', le rette VK, VK' sono parallele agli assintoti 
e YE' è parallela all'asse dell'iperbole, dunque l'angolo di un assin* 
toto con l'asse è eguale all'angolo E'VK del triangolo rettangolo 
E'VK che ha per ipotenusa VK =VE = 2c e per cateto VE'=2a, 
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CoBOLLABio. — La distanza di un punto P di un'iperbole da un 
fuoco è eguale al segmento parallelo ad uno qualunque degli asintoti 
compreso fra U punto F e la direttrice corrispondente a quel fuoco. 




Pig. 15. 

Se PH è la distanza di P dalla direttrice corrispondente al 
fdoco F, PM il segmento parallelo ad un assintoto condotto da P 
alla direttrice stessa, si ha che KPM è eguale all'angolo dell'asse 
con un assintoto, e perciò si ha 

PM_ 2c _ 
PH ~ 2a ~ ^' 

ma si ha anche (§11, Teor. e Cor. 1®) 

PF 



perciò 



PH""^' 



PF = PM. 



(Continua) 



G. L AZZERI. 



LA RECENTE RIRMA DEGLI SUI SECiMRl IN FRANCIA 

del 30 maggio 1902 

(Decreti del 27, 28 luglio ed 8 settembre 1905) 



Poiché da molto tempo si parla in Italia di una riforma della 
scuola secondaria, crediamo che riuscirà grato ai nostri lettori cono- 
scere la riforma di recente effettivamente compiuta in Francia, per 
la parte che si riferisce alla matematica; e perciò abbiamo voluto 
pubblicare i nuovi programmi delle scuole francesi; nel numero suc- 
cessivo pubblicheremo le istruzioni che vanno unite ai medesimi. 
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Per la perfetta intelligenza dei medesimi premettiamo poche no- 
tizie sommarie sull'ordinamento generale delle scuole secondarie in 
Francia. 

L'insegnamento secondario fa seguito a un corso di Studi primari 
d'una durata normale di quattro anni, ed è costituito d' un corso di 
studi della durata di sette anni diviso in due cicli. 

Primo ciclo. — Durata: quattro anni; classi VI, V, IV, III (dette 
de sixième, de cinquièine, de quatrième e de troisième). 

In questo primo ciclo gli allievi hanno la scelta fra due divisioni. 
Nella divisione A sono obbligatori il latino e il greco; nella divi- 
sione B manca l'insegnamento del latino e greco e si dà maggiore 
sviluppo all'insegnamento del Francese, delle scienze, del disegno, ecc. 
Questo primo ciclo conduce ad un certificato di studi secondari di 
primo grado. 

Secondo ciclo. — Durata: tre anni; classi II e I {dette de seconde 
e de première) e classe di filosofia o classe di matematiche. 

In questo secondo ciclo gli studenti possono scegliere fra quattro 
sezioni 

Sezione A, — Latino e greco. 

jf B. — Latino con uno studio piìi sviluppato delle lingue 

vive, 
j, C. — Latino con uno studio maggiore delle scienze. • 
„ D. — Lingue vive e scienze senza latino. 

Programmi. 

I programmi del 30 mnggio 1902 per l'insegnamento delle mate- 
matiche nelle classi secondarie dei licei e collegi maschili sono mo- 
dificati come segue. (Decreti del 27, 28 luglio ed 8 settembre 1905.) 

Quinta B (ore 4). 

Aritmetica. — Numerazione decimale. Addizione e sottrazione 
dei numeri interi. Moltiplicazione dei numeri interi. Prodotto di una 
somma o di una differenza per un numero. Prodotto dei fattori. Po- 
tenze. Divisione dei numeri interi. Regola pratica. Caratteri di divi- 
sibilità per 2, 5, 9, 3. Numeri primi. Kegole pratiche per la scompo- 
sizione di un numero in prodotto di fattori primi, per la ricerca del 
massimo comun divisore e del minimo multiplo comune. Revisione 
del sistema metrico. 

Geometria (vedi Istruzioni). — Uso della riga, della squadra, del 
compasso e del rapportatore. Linea retta e piano. Angoli. Simmetria 
rispetto ad una retta. Triangoli. Triangolo isoscele. Gasi d'egua- 
glianza dei triangoli. Perpendicolare ed oblique. Casi d'eguaglianza 
dei. triangoli rettangoli. Rette parallele. Somme d'angoli di un trian- 
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golo, di un poligono convesso. Parallelogramma. Rettangolo. Losanga. 
Quadrato. Circolo. Diametro. Corde ed archi. Tangente. Posizioni reci- 
proche di due circoli. Misura degli angoli. Costruzioni d'angoli e 
triangoli. Tracciamento delle perpendicolari e delle parallele. Costru- 
zioni di circoli, di tangenti. 

Disegno geometrico. — Esecuzione cogli istrumenti delle costru- 
zioni spiegate durante il corso di geometria. Problemi ed esercizi 
semplici cencernenti ugualmente il corso di geometria; esecuzione 
grafica della soluzione trovata. Disegni geometrici in cui entrano 
linee rette e circoli, tolti da motivi di decorazione e di superficie 
piane: pavimentature in legno, in marmo, mosaici, vetri; acquarelli 
all'inchiostro della Cina ed in colore di alcuni di questi disegni. 



Quarta B (5 ore). 

Aritmetica. — Frazioni ordinarie. Operazioni. Frazioni decimali. 
Grandezze proporzionali direttamente e inversamente. Operazioni sui 
numeri decimali. Regola pratica per l'estrazione della r»dice quadrata 
da un numero intero o decimale a meno di una unità decimale di un 
ordine dato. Progressioni aritmetiche e geometriche. Somma dei ter- 
mini delle progressioni limitate. Metodi commerciali del calcolo del- 
l'interesse e sconto. Polizza di sconto. Conti correnti. Nozioni som- 
marie sui valori. 

Geometria. — Punti che dividono una retta in un rapporto dato. 
Linee proporzionali. Proprietà delle bisettrici di un triangolo. Trian- 
goli simili. Definizione del seno, del coseno e della tangente di un 
angolo. Definizione delle figure omotetiche. Poligoni simili. Pan- 
tografo. Relazioni metriche in un triangolo rettangolo. Costruzioni 
della quarta proporzionale e della media geometrica. Poligoni rego- 
lari: quadrato, esagono e triangolo equilatero. Misura della circonfe- 
renza (enunciato). Misura delle aree del rettangolo, del parallelogram- 
ma, del triangolo, dei poligoni. Rapporto delle aree di due poligoni 
simili. Area del cerchio. Costruzione di alcune curve semplici, come 
la cissoide, le concoidi, ecc. 

Disegno geometrico. — Programma eguale a quello della classe 
precedente. Aggiungere la costruzione grafica di luoghi geometrici, 
ed il tracciamento delle curve a penna. 

Terza B (4 ore). 

Algebra. — Numeri positivi e negativi. Operazioni. Applicazioni 
concrete. Monomi, polinomi. Addizione, sottrazione, moltiplicazione 
dei monomi e polinomi. Identità: 

ar--a'^ = (x — a) (a?°»-* + ax""^ + • • . + «"*"')• 
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Divisione dei monomi. Equazioni numeriche di primo grado ad una 
due incognite. Variazione e segno dell'espressione ax-\-b; rappre- 
sentazione grafica. Equazioni di secondo grado. Relazioni tra i coef- 
ficienti e le radici. 

QX "4^ b 

Variazioni del trinomio di secondo grado, della funzione -; — j— rv ; 

rappresentazione grafica. 

Uso delle tavole di logaritmi e di antilogaritmi a quattro deci- 
mali. Interessi composti. 

Geometria. — Del piano e della retta nello spazio. Angolo diedro. 
Rette e piani paralleli. Retta e piano perpendicolari. — Proiezione 
di un poligono, di un circolo; ombre di una figura piana sopra un pia- 
no in geometria quotata. Definizione degli angoli poliedri, del prisma, 
della piramide. Proiezioni, ombre proprie e portate sopra un piano. 
Superficie e volumi del prisma e della piramide. Cono, cilindro, piano 
tangente. Sfera, cono e cilindro circoscritti. Superficie di rivoluzione. 
Sezioni piane della sfera. Poli. Ombre proprie e portate sopra un 
piano. Superficie e volumi del cono e del cilindro di rivoluzione. Su- 
perficie e volume della sfera (enunciato). Indicazioni atte a facilitare 
l'esecuzione dell'acquarello. Rilevamento dei piani, agrimensura, livel- 
lamento. 

Seconda C, D (ore 5). 

ÀLGEBRA. — Operazioni sui numeri positivi o negativi. Monomi; 
polinomi; termini simili. 

Operazioni. — Addizione, sottrazione, moltiplicazione dei monomi 
e polinomi. Identità: 

aj°» — a°* = (a; — a) (a?»"' + aa^"" + . . . a"^"'). 

Divisione dei monomi. Risoluzione delle equazioni di primo grado 
ad un'incognita. Ineguaglianza di primo grado. Risoluzione e discus- 
sione di due equazioni di primo grado a due incognite. 

Problemi; messa in equazione. Discussione dei resultati. 

Variazione dell'espressione ax-^-b; rappresentazione grafica. 

Equazione di secondo grado ad una incognita (non verrà fatta la 
teoria degli imaginari). Relazioni tra i coefficienti e le radici. 

Esistenza e segno delle radici. Studio del trinomio di secondo grado. 
Variazione del trinomio di secondo grado; rappresentazione grafica. 

Variazione dell'espressione , ,,, ; rappresentazione grafica. 

Nozione della derivata; significato geometrico della derivata. Il 
segno della derivata indica il senso della variazione; applicazioni ad 
esempi numerici semplicissimi e particolarmente alle funzioni prece- 
dentemente studiate. 
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Progi*essioni aritmetiche e progressioni geometriche. Logaritmi. 

Uso delle tavole di logaritmi a quattro o cinque decimali. Inte- 
ressi composti. 

Geometria (figure piane) - Linea retta e piano. — Angoli, sensi di 
un angolo. Rette perpendicolari. Triangoli. Triangolo isoscele. Gaso 
d'eguaglianza dei triangoli. Perpendicolare ed oblique. Triangolo ret- 
tangolo. Casi d'eguaglianza. Definizione di un luogo geometrico. Luogo 
geometrico dei punti equidistanti da due punti o da due rette. Rette 
parallele. Somma degli angoli di un triangolo, di un poligono con- 
vesso. Pai-allelogrammi. Figure simmetriche rispetto ad un punto o 
ad una retta. Due figure piane simmetriche sono eguali. Traslazione 
di una figura piana di forma invariabile. 

Circoli. — Litersezione di una retta e di un circolo. Tangente al 
circolo; le due definizioni della tangente. Archi e corde. Posizioni 
relative di due circoli. Misura degli angoli. Movimento di rotazione 
intorno ad un punto. Ogni spostamento di una figura piana di foima 
invariabile nel proprio piano si riduce ad una rotazione o ad una 
traslazione. 

Lunghezze proporzionali. — Punti che dividono un segmento in 
un rapporto dato. Definizione della divisione armonica. Triangoli si- 
mili. Ogni parallela ad uno dei lati di un triangolo divide gli altri 
due lati in parti proporzionali. Reciproco. Definizione di un fascio 
armonico. 

Proprietà delle bisettrici di un triangolo. Luogo geometrico dei 
punti per i quali il rapporto delle distanze da due punti fissi è co- 
stante. 

Nozioni semplici sull'omotetia. Poligoni simili. Seno, coseno, tan- 
gente e cotangente degli angoli compresi tra e 2 retti. Relazioni 
metriche in un triangolo rettangolo ed in un triangolo qualunque. 
Linee proporzionali nel circolo. Quarta proporzionale; media propor- 
zionale. 

Poligoni regolari. Inscrizione nel circolo del quadrato, dell'esagono, 
del triangolo equilatero, del decagono, del pentadecagono. Due po- 
ligoni regolari di un egual numero di lati sono simili. Rapporto dei 
loro perimetri. Lunghezza di un arco di circolo. Rapporto tra la cir- 
conferenza ed il diametro. Calcolo di t:. (Limitarsi al metodo dei pe- 
rimetri.) 

Area de' poligoni ; area del circolo. — Misura dell'area del ret- 
tangolo, del parallelogramma, del triangolo, del trapezio, di un poli- 
gono qualunque. Rapporto delle aree di due poligoni simili. Àrea di 
un cìrcolo, di un settore e di un segmento del circolo. Rapporto delle 
aree di due circoli. 

Nozioni di agrimensura. Uso delle catene e della squadra agri- 
mensoria. 
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Prima C e D (are 5). 

Geometìua. — Piano e lìnea retta» Determinazione di un piano. 
Paralellismo delie rette e dei piani. Setta e piano perpendicolare. 
Proprietà della perpendicolare e delle oblique condotte dallo stesso 
punto ad un piano. Angolo diedro. Senso. Angolo piano corrispondente 
ad un angolo diedro. 

Piani perpendicolari tra loro. Proiezione di un'area piana. Trasla- 
zione. Rotazione intorno ad un asse. Simmetria rispetto ad una retta. 
Simmetrìa rispetto ad un punto. Simmetria rispetto ad nn piano. 
Questo secondo modo di simmetria si riduce al primo. 

Angoli triedri. — Disposizione degli elementi. Triedri simmetrici. 
Ogni faccia di un triedro è minore della somma delle altre due. Limite 
della somma delle facce di un angolo poliedro convesso. Triedri sup- 
plementari. Applicazioni. Casi d'uguaglianza dei triedri. 

Omotetia. — Sezioni piane parallele d'angoli poliedri. Aree. 

Poliedri. — Poliedri omotetici, poliedri simili. Prismi. Piramide. 

Nozioni sommarie sulle simmetrie del cubo e dell'ottaedro regolare. 

Volumi dei parallelepipedi e dei prismi. Volume della piramide. 

Volume del tronco di piramide a basi parallele. Volume del tronco 
di prisma triangolare. 

Rapporto dei volumi di due poliedri simili. 

Due poliedri simmetrici sono equivalenti. 

Cilindro a base circolare. Piano tangente. 

Cono a base circolare. Piano tangente. Sezioni parallele alla base. 

Superficie di rivoluzione semplici: cilindro, cono. 

Sfera. Sezioni piane. Poli. Piano tangente. Cono e cilindro circo- 
scrìtti. 

Superficie laterale del cilindro e del cono di rivoluzione. 

Volume del cilindro e del cono a base circolare. 

Area della zona. Area della superficie sferica. Volume della sfera. 

Geometria descrittiva. — Proiezione e quota di un punto. Rap- 
presentazione della retta. Pendenza. Distanza tra due punti. Rette 
concorrenti. Rette parallele. Rappresentazione del piano. Scale di 
pendenza. Piani paralleli. Ribaltamento su di un piano orizzontale. 
Angolo di due rette. Distanza tra un punto ed una retta. Intei-se- 
2Ìoni di rette e piani. Applicazione ai problemi d'ombre e di sezioni 
piane di prismi e di piramidi. Rette e piani perpendicolari. Distanza 
tra un punto ed un piano. Angolo di una retta e di un piano. Angolo 
di due piani. Applicazione alla costruzione di poliedri semplici. Rap- 
presentazione del punto, della retta e del piano mediante due piani 
di proiezione. Intersezioni di rette e di piani. Rette e piani paralleli. 
Rette e piani perpendicolari. Ribaltamento di un piano sopra un piano 
orizzontale. Cambiamento del piano verticale. 
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Riprendere i problemi già enunciati relativamente alle distanze, 
angoli, ombre e sezioni piane. 

Trioonometria, — Funzioni circolari (seno, coseno, tangente e co* 
tangente). Relazioni tra le funzioni circolari di un medesimo arco. 
Calcolo delle funzioni circolari di alcuni archi: in^ in ecc. Teoria 
delle proiezioni. Formule d'addizione pel seno, il coseno e la tangente. 
Espressione di sen2a, cos2a, tg2a. Tutte le funzioni circolari del- 
l'arco a si esprimono razionalmente come funzione di tg-^a. Cono- 
scendo cosa==&, trovare i valori del sen. e del cos degli archi ia; 
scelta dei valori corrispondenti ad un arco a dato. 

Conoscendo tga, trovare i valori delle tg degli archi ìa; scelta 
del valore corrispondente ad un arco a dato. 

Trasformare in prodotto la somma e la difiFerenza di due funzioni 
circolari, seno, coseno o tangente. Problema inverso. Espressione della 
forma 

a cos {iùt + a) + cos (o)/ + p) 

ove t designa la sola variabile. 

Uso delle tavole di logaritmi a quattro o cinque decimali. 

Risoluzione dei triangoli rettangoli. Risoluzione e discussione di 
alcune equazioni trigonometriche semplici. Relazioni tra i lati e gli 
angoli di un triangolo. Risoluzione dei triangoli. 

Algebra. — Equazione e trinomio di secondo grado. Caso in cui 
la variabile è una linea trigonometrica. Calcolo delle derivate di 
funzioni semplici. Studio delle variazioni e della rappresentazione 
grafica. 

Studio di un movimento rettilineo mediante la teoria delle deri- 
vate. Velocità ed accelerazione. Moto uniformemente vario. 

(/ professori dovranno applicare le teorie d'algebra a numerosi eseìnpt 
tratti sia dalFalgebra, sia dalla trigonometria, sia dalla geometria). 

Classe di Matematiche (ore 8). 

Aritmetica. — Numerazione decimale. Addizione, sottrazione, mol- 
tiplicazione e divisione dei numeri interi. Teoremi fondamentali ri- 
guardanti quelle operazioni. Spiegazione delle regole pratiche per 
eseguire le operazioni. 

Non si cambia il resto di una somma, di una differenza, di un 
prodotto, aumentando o diminuendo un termine od un fattore di un 
multiplo del divisore. Resti della divisione di un numero intero 
per 2, 5, 4, 25, 8, 125, 9, 3, 11. Caratteri di divisibilità per ciascheduno 
di questi numeri. 

Massimo eomun divisore di due o più numeri. Numeri primi tra 
di loro. 

Ogni numero che divide un prodotto di due fattori ed è primo con 
uno di questi fattori, divide l'altro. 
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Minimo comune multiplo di due o più numeri. 

Definizione e proprietà elementari de' numeri primi. Scomposizione 
di un numero intero in un prodotto di fattori primi. Tale scomposi- 
zione non può farsi che in un sol modo. Composizione del massimo 
comun divisore e del minimo comune multiplo di due o più numeri 
ecomposti in fattori primi. 

Frazioni ordinarie. Riduzione di una frazione alla sua più semplice 
espressione. Riduzione di più frazioni al medesimo denominatore. Mi- 
nimo comun denominatore. Operazioni sulle frazioni ordinarie. 

Numeri decimali. Operazioni (considerando le frazioni decimali 
come caso particolare delle frazioni ordinarie). Calcolo d'un quoziente 
con una approssimazione decimale data. 

Riduzione di una frazione ordinaria in frazione decimale; condi- 
zione di possibilità. Quando la riduzione è impossibile, la frazione 
ordinaria può riguardarsi come limite di una frazione decimale pe- 
riodica illimitata. 

Quadrato di un numero intero o frazionario; composizione del 
quadrato della somma di due numeri. Il quadrato di una frazione 
non è mai uguale ad un numero intero. Definizione ed estrazione 
della radice quadrata di un numero intero o frazionario con una ap- 
prossimazione decimale data. 

Sistema metrico. Esercizi. 

Rapporto di due numeri. Rapporti eguali. Divisione in parti pro- 
porzionali. 

Misura delle grandezze. Definizione del rapporto di due grandezze 
della stessa specie. 

Teorema: Il rapporto di due grandezze della stessa specie è uguale 
al quoziente dei numeri che le misurano. 

Grandezze direttamente e inversamente proporzionali. Problemi. 

Definizione dell'errore assoluto e dell'errore relativo. Determina- 
zione del limite superiore dell'errore commesso sopra una somma, 
una differenza, un prodotto, un quoziente, conoscendo i limiti supe- 
riori degli errori i cui dati sono errati. 

Algebra. — Numeri positivi e negativi. Operazioni su detti nu- 
meri. 

Monomi, polinomi; addizione, sottrazione, moltiplicazione e divi- 
sione de' monomi e de' polinomi. 

Principi relativi alla risoluzione delle equazioni. Equazioni di 
primo grado. 

Equazione di secondo grado ad una incognita. (Non si svilupperà 
la teoria degli imaginari.) Equazioni semplici che si riducono ad esse. 

Inequazioni di primo e* secondo grado. Problemi di primo e se- 
condo grado. 

Progressioni aritmetiche e progressioni geometriche. Somma dei 
quadrati e cubi degli n primi numeri interi. 
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Logaritmi volgari. Uso delle tavole a cinque decimali. Interessi 
composti ed annualità. 

Coordinate di un punto. Rappresentazione di una retta mediante 
un'equazione di primo grado. Coefficiente angolare di una retta. Co- 
struzione di una retta mediante la sua equazione. 

Variazioni e rappresentazioni grafiche delle funzioni. 

, ax"{-b « I / I 

y = ax + b; y = ^^j.^y ; !/ = ax^ + bx + c; 

y = aa?* + bx^ + e. 

Derivata di una somma di un prodotto, di un quoziente, della ra- 
dice quadrata di una funzione, di senor, coso:, tg:r, cotgx. 

Applicazione allo studio delle variazioni, alla ricerca de^ massimi 
e minimi di alcune funzioni semplici, specialmente delle funzioni della 
forma 

ax' + bx + c ^8 1 ^^ I ^ 

ove i coefficienti hanno valori numerici. 

Derivate dell'area di una curva considerate come funzione delle 
ascisse. (Si ammetterà la nozione d'area.) 

(Il professore lascerà da parte tutte le questioni sottili sollevate da 
un'esposizione rigorosa delle teorie delle derivate; avrà specialmente in 
mira le applicazioni e non esiterà a rif^olgersi alV intuizione)* 

Trigonometria. — Funzioni circolari. Addizione e sottrazione degli 
archi. Moltiplicazione e divisione per 2. Risoluzione de' triangoli. 

Applicazioni della trigonometria alle varie quistioni relative al 
rilevamento dei piani. 

(Non si parlerà della costruzione delle tavole trigonometriche). 

Geometria. — Rette. Angoli. Paralellismo. Poligoni. Circolo. Piano; 
rette e piani. Angoli diedri; angoli poliedri. 

Traslazione. Rotazione. Simmetrie. 

Omotetia e similitudine. Relazioni metriche. Poligoni rego]iari. 

Prisma, piramide, cilindro, cono, sfera. 

Aree e volumi. 

Potenza di un punto rispetto ad un circolo e rispetto ad una sfera. 

Assi radicali. Piani radicali. 

Polare di un punto rispetto ad un circolo; piano polare di un 
punto rìspetto ad una sfera. 

Inversione. Applicazioni. Apparecchi di Peaucellìer. Proiezione 
stereografica. 

Vettori. — Proiezione di un vettore sopra un asse; momento 
lineare rispetto ad un punto; momento rispetto ad un asse. 

Somma geometrica di un sistema di vettori; momento risultante 
rispetto ad un punto; somma dei momenti rispetto ad un asse. 

Applicazione ad una coppia di vettori. 
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Proiezioni centrali. — Piano del quadro. Prospettiva di un punto 
di una retta, di una linea. Punto di fuga di una retta. Prospettiva 
di due rette parallele. Retta di fuga di un piano. Concetto di retta 
all'infinito di un piano. 

Coniche - Ellisse. — Tracciamento; tangente; problemi semplici 
sulle tangenti. Equazione dell'ellisse riferita ai propri assi. Ellisse 
considerata come proiezione del circolo; problemi semplici sulle tan- 
genti; intersezione dell'ellisse e di una retta. 

Iperbole. — Tracciamento, tangente, assintoti ; problemi semplici 
sulle tangenti. Equazione dell'iperbole riferita a' suoi assi. 

Parabola. — Tracciamento, tangente; problemi semplici sulle 
tangenti. Equazione della parabola riferita al proprio asse ed alla 
tangente nel vertice. 

Definizione comune di queste curve mediante un fuoco ed una di- 
rettrice. 

Sezioni piano di un cono e di un cilindro di rivoluzione. 

Geometria descrittiva. — Ribaltamenti. Cambiamento di un piano 
di proiezione; rotazione intorno ad un asse perpendicolare ad un 
piano di proiezione. 

Applicazione alle distanze ed agli angoli: distanza di due punti, 
di un punto da una retta, di un punto da un piano; minima distanza 
di due rette, una delle quali sia verticale o di due rette parallele ad 
uno stesso piano di proiezione ; perpendicolare comune a queste due 
rette. Angolo di due rette; angolo di una retta e di un piano; angolo 
di due piani. 

Proiezione del circolo. Sfera; sezione piana, intersezione con una 
retta. Cono e cilindro a direttrice circolare ; piano tangente passante 
per un punto o parallelo ad una retta; ombre; contorni apparenti; 
sezioni piane. Coni e cilindri circoscritti alla sfera. Ombre. 

Rappresentazione di una superfice per mezzo di curve di livello. 
Quota di un punto della superficie la cui proiezione orizzontale è data. 
Pendenza d'una linea tracciata sopra una superficie. Linee di eguale 
pendenza. Linee di massima pendenza. 

Applicazione delle precedenti considerazioni alle carte topogra- 
fiche. 

Planimetria e livellamento. Linee e colori convenzionali. Lettura 
di una carta e specialmente di quella dello Stato Maggiore. Uso della 
carta sul terreno. 

Cinematica. — Unità di lunghezza e tempo. Del moto. Sua rela- 
tività. Traiettoria di un punto. Esempi di moto. 

Moto rettilineo: Moto uniforme; velocità, sua rappresentazione 
mediante un vettore. Moto vario ; velocità media ; velocità ad un mo- 
mento dato ; sua rappresentazione mediante un vettore ; accelerazione 
media ; accelerazione ad un dato momento, sua rappresentazione me-* 
diante un vettore. Moto uniformemente vario. 
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definite come vettori. Valore algebrico della velocità. Odografo. Ac- 
celerazione. 

Moto circolare uniforme, velocità angolare; proiezione sopra un 
diametro, moto oscillatorio semplice sopra una retta. 

Cambiamento di sistema di comparazione. Composizione delle ve- 
locità. 

Esempi ed applicazioni (non si insista sulle applicazioni pura- 
mente geometriche). 

Moto di traslazione di un corpo solido. Scorrimento rettilineo. 

Moto rotatorio di un corpo solido intorno ad un asse. Alberi e 
cuscinetti. Perni e cuscinetti. Arpioni e cerniere. 

Studio geometrico àeìYelice. Movimento ellissoidale d'un corpo. 
Vite e madrevite. 

Trasformazioni semplici di movimenti studiati dal punto di vista 
pratico : Correggio di trasmissione, ruote dentate, bielle e manovelle. 
(Non si studiano dettagliatamente i meccanismi.) 

Dinamica e Statica. — Punto materiale. Inerzia. Forza: sua 
rappresentazione mediante un vettore. Massa. Indipendenza degli ef- 
fetti delle forze. Composizione delle forze. 

Equilibrio di un punto materiale libero. Equilibrio di un punto 
materiale sopra una curva od una superficie. Equilibrio di un punto 
materiale sopra un piano, quando si tiene conto dell'attrito. Moto di 
un punto pesante libero secondo una verticale. 

Movimento parabolico di un punto pesante. 

Attrito di scorrimento. Moto d'un punto pesante sulla linea di mas- 
sima pendenza d'un piano, con o senza attrito. 

Lavoro di una forza applicata ad un punto materiale. Unità di lavoro. 

Lavoro d'una forza costante, di una forza variabile. Lavoro ele- 
mentare. 

Lavoro totale. Valutazione grafica. Lavoro della risultante di pa- 
recchie forze. Teorema delle forze vive per un punto materiale. Esempi 
semplici. 

Forze applicate ad un corpo solido. — Forze parallele. Centro 
delle forze parallele. Centro di gravità. Sua ricerca in alcuni casi 
semplici: triangolo, trapezio, quadrilatero, prisma, piramide. 

Coppie, composizione di coppie. Riduzione delle forze applicate ad 
un solido a due forze o ad una forza e ad una coppia. 

Condizioni d'equilibrio di un corpo solido. Caso di tre foi*ze, di forze 
parallele, di forze situate in un medesimo piano. 

Equilibrio di un corpo mobile intorno ad un asse fisso, ad un 
punto fisso oppure sottoposto a riposare sopra un piano fisso. 

Macchine semplici in istato di riposo ed in istato di movi- 
mento. — Leva. Carico del punto d'appoggio. Verricello. Puleggia 
fissa e puleggia mobile. 
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conti nuani ente adempiuto alle ean dizioni d'equilibrio, il lavoro ele- 
mentare del Sa potenza è uguale e di segno contrario a quello della 
resistenzii. 

Enunciato del teorema generale delle forze vive* Applicazione 
alle ijiaecljìne. 

Lavoro motore e hivoro resistente. 

Resìstendo passive. Attrito* 

Lavoro delle resistenze passive. Eeridiiueulo di una macchina. 

Lidicazioni sulTuso de' volani e de' freni* 

Cosmografia - Sfera cislgste. — Distanza angolare. Altezza e 
distanza zenitale. Teodolite* Leggi del moto diurno* Meridiano. Polo* 
Giorno siderale. Ascensione l'etta e declinazione. Canocchiale meri- 
diano, fl 

Terra. — Coordinate geografiche. Dimensioni e rilievo della Terr^ 
Mappamondo, Carte* 

Sole. — Movimento proprio apparente sulla sfera celeste. Eclit- 
tica. Ineguaglianza dei giorni e deIJe notti alle differenti latitudini. 
Stagioni. Anno tropico ed anno sidereo. 

Ora siderea; ora inedia; ora legale. Calendari giuliano e gre- 
goriano. ^H 

Luna. — Movimento proprio apparente sulla sfera celeste^ ^| 

Fasi. — Rotazione. Variazione del diametro apparente* Eclissi di 
Luna e di Soie. ^_ 

Pianeti. — Sistema di Copernico. Leggi di Keplero. ^^ 

Legge di Newton e sue conseguenze* Nozioni sommarie sulle di- 
stanze, le dimensioni^ la costituzione tìsica del sole, dei pianeti e dei 
loro satelliti. Comete, stelle cadenti; bolidi. Stelle; costellazioni. Ne- 
bulose. Via lattea* 
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Aritmetica, — Prodotto dì una somma e di una difTerenza p^ 
un numero. Prodotto di fattori. Potenza. 

Caratteri di divisibilità per 2, 5, 9, 3. 

Numeri primi. Regole pratiche per la scomposizione di tin numero 
in prodotto di fattori primi, per la ricerca del massimo comun di- 
visore e del minimo multiplo comune* 

Proporzioni. Esercizi sul sistema metrico, le frazioni e le gran- 
dezze direttamente e inversamente proporzionali* Regola pratica per 
Testiazione della radice quadrata di un numero intero o decimale^ 
meno di una unità decimale di un ordine dato. V 

Oecmethia (vedi Istruzioni). — Uso della riga, della squadra, del 
compasso e dal rapportatore. 



d'eguaglianza dei triangoli. 

Perpendicolare ed oblique. Casi d'eguaglianza de' triangoli ret- 
tangoli. 

Rette parallele. Somma degli angoli d'un triangolo, d'un poligono 
convesso. Parallelogramma. Rettangolo. Losanga. Quadrato. 

Circolo. Corde ed archi. Tangente. Posizioni relative dei due 
circoli. 

Misura degli angoli. 

Costruzioni elementari sulla retta ed il circolo. 

Terza A (ore 3 normali). 

Aritmetica. — Esercizi sul sistema metrico e le grandezze di- 
rettamente e inversamente proporzionali. 

Algebra. — Numeri positivi e negativi. Operazioni. Applicazioni 
concrete. Monomi; polinomi. Addizione, sottrazione, moltiplicazione 
de' monomi e de' polinomi. Identità: 

x^ — a^ = [x — a) {x^ -f- aa? + a") 

Divisione dei monomi. Equazioni numeriche di primo grado ad 
una due incognite: disuguaglianza di primo grado ad un'incognita. 

Geometria. — Problemi ed interrogazioni sul programma della 
classe precedente. 

Punti che dividono una retta in un rapporto dato. Linee propor- 
zionali. 

Triangoli simili. Definizioni del seno, del coseno, della tangente e 
della cotangente di un angolo. 

Definizione delle figure omotetiche. Poligoni simili. Pantografo. 

Relazioni metriche in un triangolo rettangolo. 

Proprietà delle secanti nel circolo. Costruzioni della quarta pro- 
porzionale e della media proporzionale. 

Poligoni regolari: quadrato, esagono e triangolo equilatero. 

Misura della circonferenza (enunciato). 

Misura delle aree del rettangolo, del parallelogramma, del trian- 
golo, del trapezio, dei poligoni, del cerchio. 

Rapporti delle aree di due poligoni simili. 

Seconda A, B (ore 2 pel primo semestre). 

Algebra. -^ Esercizi sulle equazioni di primo grado e la rappre- 
sentazione delle variazioni della funzione (ax-^-b). 

Geometria. — Del piano e delle rette nello spazio. 

Angolo diedro. Rette e piani paralleli. Retta e piano perpendi- 
colari. 




prismi, piramidi, cilindri, coni e sfere. 

Pf'iina A, B [ore 2 pel secondo semestre): 

Algebra, — Esercìzi sulle equazioni uiimeriche di primo gradoji 
ad una o più incognite, o di seconda grado ad una incognita; rap- 
presentazione delle variazioni di a?* e — ^ m 

Geometrìa. — Misura de^li angoli. Figure piane siinili. Defini- 
zione del seno, del coseno e della tangente di un angolo compresiij 
tra e 2 retti, 1 

Relazioni metriche nel triangola e nel circolo. Misura delle aree 
piane. 

Enunciata delle regole relative alle superficie ed ai volumi 
prismi, piramidi, cilindri, coni e sfere. 
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Classe di Filosofia 
{ore 2 per le matematiche ; 1 mezz'ora per la cosmografia). 

Matematichs:. — Richiamo delle regole principali relative al 
colo dei numeri positivi e negativi; sviluppi di (a + è)', (a -h fi)'; 
identità a""^^— 6"^^ ^{a — ò) (a" + a^'-'b + .,„ + 0% 

Nozioni sul! algebra geometrica dei Greci, rappresentazione di un 
numero mediante una linea, di un prodotto mediante la superficie di 
un rettangolo; figure equivalenti alle identità: 

(« ± &)« = «= ± 2«6 + i^ i^-+JiJ-(^y^ab. 

Quadrato costruito sull'ipotenusa di un triangolo rettangolo. 
Costruzione di un rettangolo, avente un lato dato, equivalente 

un rettangolo dato. 

Costruzione di un rettangolo equivalente ad un quadrato dato, 

conoscendo la somma e la differenza de' suoi lati; espressioni di questi 

lati resultanti dalla costruzione. 

Uisoluzìone algebrica del l'equazione di secondo grado, ^H 

Applicazione al problema precedente; confronto dei risultati. ^t 
Vantaggi della notazione moderna e specialmente deirintrodu-^ 

zione dei numeri positivi e negativi. 

Determinazione, mediante due numeri positivi o negativi, d'un ponto 

di un piano; rappresentazione inversa di un sistema di due numeri 

per mezzo di un punto di un piano. 

Estensione della nozione delle coordinate; longitudine e latitudine 

di un punto di una sfera. 







dente da una sola variabile; curve delle temperature, delle pressioni; 
applicazione alla statica. Nozione di funzioni; rappresentazione gra- 
fica di funzioni semplicissime: 

y = ax, y = ax + b,y = x\y = x\ V = —' 

Costruzione di una retta definita da una equazione numerica di 
primo grado tra a;, y; coefficiente angolare, (^) ordinata all'origine. 
Coefficiente angolare della retta che congiunge due punti. 

Uso della carta a quadretti. Risoluzione di due equazioni nume- 
riche di primo grado a due incognite mediante l'intersezione di due 
rette, delle equazioni numeriche della forma: 

x" + pa? + gr =- 0, 0?' + pò? + ^ =^ 

mediante l'intersezione delle curve (una volta tracciate), aventi per 
equazioni: 

y = x\y = x'' 

colla retta la cui equazione è y-{'px-\-q = 0. 

Grafico delle ferrovie. 

Curve fornite dagli apparecchi registratori. 

Costruzione di alcune curve semplici definite geometricamente; 
equazioni di tali curve. 

Nozione della tangente e della derivata. Esempi di tangenti ot- 
tenute geometricamente come limiti di una secante (circolo, parabola). 
Coefficiente angolare della tangente: applicazioni ad alcuni casi sem- 
plici : 

y = x\y = x\y= -. 

Nozioni sull'uso della derivata per riconoscere il senso della va- 
riazione di una funzione. 

Valutazione approssimata dell' area di una curva tracciata su 
carta a quadretti, contando i quadretti contenuti nell'interno della 
curva: limite dell'errore fornito dal numero dei quadretti traversati 
dalla curva: quest'errore può venir reso lievissimo adoperando qua- 
drigliatura finissima. 

Àrea del triangolo ottenuta come limite comune di due somme di 
rettangoli una delle quali inferiore, l'altra superiore all'area cercata. 
Area della parabola. Problema inverso della ricerca di una derivata. 
Àrea di un triangolo, o di una parabola, ottenuta colla ricerca di 
una funzione la cui derivata rispetto ad a? è ao; o ax^ 

Applicazione del metodo infinitesimale alla valutazione dei volumi 
e delle superficie dei corpi considerati in geometria elementare. 



(1) Il coefficiente angolare sarà definito come il coefficiente di x nell'equazione risolata rispetto 
ad y, o come Tordinata del punto, di ascissa eguale airuuità, posto sulla parallela condotta per 
rorigine. 
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o^^ni ^eom astraUa, non metterà innanzi le hùe generali^ ma cerckerm^ 
di farle risaltare da esempi parficolarif sviluppati colla lentezza ed i! 
dettaglio che stimerà necessari perchè eia ben seguito. Il programma pn-^^ 
cedente è destinato a guidarla, ma non è una streito programma. ^M 

Il maestro sarà libero di svilupparne più o meno certe parti, secondo 
le attitudini dei propri allinn, secondo l' interesse che avrà saputo susci-^^ 
tare in loro* Queste osservaziont riguardano spedalmente le applicazionf^È 
di cui è fatta menzione sulla fine del programma e che, in ogni casOj 
dovranno venir trattate ampiamente, senza star troppo attaccati al rigore. 

Si raccomanda al maestro d'introdurre nel proprio insegnamento al- 
cune nozioni storiche; potrà quindi parlare del melodù d'esaustione 
presso gli antichi (Euclide, Archimede) e dare alcuni dettagli sulF in- 
venzione del calcolo differenziale ed integrale. Il suo scopo i di conlr^H 
buire allo sviluppo filosofico de propri scolari^ facendo laro acquistare 
idee importanti. 

CosKOGBAFU* — Sistema di Copernico. Il Sole, Sue dimensioni) 
sua distanza dalla Terra. Costituzione fìsica, rotazione, macchie. 

Notizie sommarie sui pianeti. La Terra. Forma e dimension]. Ho 
tazione, poli, equatore, meridiani, paralleli. Longitudine, Latitudine. 

La Lnna. Moto. Costituzione fisica. 

Comete. Stelle cadenti. Bolidi. Stelle. Nebulose. Via lattea. 







I suddetti programmi saranno obbligatori: 

Principiando dall'anno scolastico 1905-1 90t>, per le classi Quinta 
e Quarta A (V ciclo), come per la classe Seconda A, B, C\ I) (2" ciclo). 

Cominciando dall'anno scolastico 1906-1907» per la classi Quarta B 
e Ter^a A (P ciclo), come per la classe Prima A, B, C, i) (2** ciclo). 

Principiando dall'anno scolastico 1907-1908, per la classe Ihzi 
(1** ciclo), come per le classi di Filosofia e di Matematiche (2* ciclo). 
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Bulle coppie di numeri interi che lianiio tin dato nmHsImo connin tìirifuire 
e un dato min Imo coni une multiplo. ^m 

Come ulilo eaei cibilo, proponiamoci dì risolvere — nel modo pili genernle -^H 
la seguanto questione: 

Dei^r minare tutu h possibili coppie di nit/mn ini tri chd abbiano come massimo 
commi dicitore to* dato numero m, t come minimo comune fnulUplù un altro riu- 



ò necessario che m' sia multiplo di m. bappost 
chiamo con x e y due numeri qualunque, avent 
ed m' come minimo comune multiplo. (^) Ne a^ 

xy = mtn'. 
£ quindi 

6»i = g; 

avendo posto 

l = xim, ri = y:m, 

Dunque, ad ogni coppia di numeri x e y, che 
corrisponderà un'altra coppia di numeri ^ e ri, 
cui prodotto uguaglia il quoziente tra m' ed v 

Reciprocamente, se g e tj sono due numeri 
prodotto il quoziente q, gli altri due numeri 

X = mi , y = 

avranno appunto per massimo comun divisore m 
Si conclude pertanto: La ricerca di tutte l 
che soddisfino alle condizioni richieste^ equivah 
coppie di numeri primi tra loro, il cui prodi 
minimo comune multiplo ed il massimo comun 
moltiplichi ognuna di queste ultime coppie di n 
sore prestabilito. 

Ora, se il quoziente g è un numero primo 
primi tra loro, capaci di dare come prodotto ili 

(1, 3). 
Corrispondentemente, Tunica coppia di nui 

(iw, m'). 
Lo stesso dicasi nel caso in cui q sia potenzii 
allora gli unici divisori di p^, oltre r 1 e p^, 

e due qualunque di questi non sono mai primi 

Dunque: Se il quoziente tra il minimo com 

divisore assegnati è un numero primo, ovvero l 

una sola coppia di numeri che soddisfino alle cor 

tuita dal detto massimo comun divisore e dal <: 

Quando invece il quoziente q non sia né ii 

numero primo, ecco come procederemo per otti 

zioni in coppie di fattori che risultino primi ti 

Osserviamo che, in tal caso, decomposto q 

essendo i>i , pa » . . . » /'n i differenti fattori prim i 
diversi dall'unità, sono quelli che si ottengono i 
voglia di Pi (con » = 1, 2, . . . , n) la quale abb 
oppure formando il prodotto tra le analoghe poi: 



(1) Sempre ne esistono; giacché, per esempio, i due 
temente alle condizioni richieste. 




riamo uni JioC&iizinfrpi con daponeltè minate di kt, ùiurtémt ttn dl¥lftAté dlf« 

il quaU non è cettiirnente primo tol quo^i^ute tra q e quel divisore medeBiino; 
cioè tale divisore hod potrà dar luogo ad utm decornpoBtzione di q nel prodotto 
di diie numeri che aiajio primi tra loro: perchè in entrambi figurerebbe il f alloro 
primo Pi. Ne aegue che tutte le richieate decempomzioni dì q si otterranno ace- 
gtieudo come loro pnmo Dtimero o rynìtk, o una qualunque delle potenze h 

ovvero il prodotto dì due o piii di esse, combinate arbitrariamente ; e come secondo 
nnmero, il prodotto delle potente che rimangono (avvertendo die nel caso in cui 
ei adoperasse, come primo ntiraero, Ìl prodotto Pi^^-p^^* * * P^t^^^ Q* l'altro numero 
sarelfbs evidontemente Tunìtà; tt viceversa). Ma per ogui decomposizione cht', ia 
tal modo, mano rnaiio si ottiene, bisognerà poi eacluders quella che viene in taeguito 
e die differisce dalla precedente solo per Tordi ne dei due numeri cbe la eonipon^ 
gono. Così, se abbiamo 

acri y eremo dapprima la decomposizione evidente 

Poi le altre 

(Pa"^ I Pt""' - P/'* Pi"» )* iPi"^ * Pi""'- ?,*« * Ti* )- 

Terranno in seguito le 6 decomposizioni 

(J>1«1 . p^^ , p,«3 , JJi»* ), ip^^i . p^^ , p^t , p/x, )^ (^^a, ^ ^^«, ^ ^^ai 

(Pa'*^ ' Ps^ . P,'"^ ' P*'^ I - (Pa^'' 1^4*-- . Pi*"^ ■ P.*^ )- (Pi^' ' P,"** . Pi" 

Ma di queste, le ultime 3 non differiscono sostanzialmente dalle prime 3. Lo 
itesao dicasi delle decomposizioni dove lì primo numero iì il prodotto di tre potenze: 
giacché esse coincidono con quelle, già scritte, dove il primo numero è invece 
rappresentato da una sola potenza. Finalmente^ la decomposizione che coati eue 
come priìiio numero il prodotto di tutte e 4 le potenze che fìgiuano in q^ e come 
secondo numero i^unità, non differirà da quella evidente^ già scritta al principie* 

In base a queste osservazioni, concludiamo: Se il quoziente q è deìtn fm'ma (1), 
ed il numero dei suoi fattovi primi differenti è pari (cioè se n ^= 2hJ, per ùtUner* 
tutti h possibili deeompoatzioni di q in coppie di fatturi che siano due numeri primi 
trtt loro, buste rà scegliere per uno di questi numeri & l'unità, ovi'er& utta quiiìun\ 
delle potenze 

Pi"^pM^=-"-P, 

om^ero i pr^odotli di qttist* n potenze combinat e ^ in tutti i modi pùiHhIUf due a duéf 
tre a tre^ ♦ * * ^ h ad h, Amertendo perh che delle combinazioni h ad b, soltanto una 
metà dovrà essere con serra tn. 

Quando invece il nttmerù dei differenti fattori primi di q sia dispa^^i (cifiè 
u ^= 2h ^ 1), jif procederà ancora nel solito modo^ arrestandoci sempre alle comM' 
nazioni h ad h ; le quali però dovranno, in questo secondo caso, essere tutte 
seri:?at^. 

Ne segue che il numero totale di quelle differenti decomposizioul di g sa 

I2h\ . [2h 



||U 



1 + 



(?)+(?)-••+(/-',)+•(?)■ 



+rrvrr)+- 



<^MT)- 



secondo che n è pari o dispari. 
Ma evidentemente si ha 






■ + 



©}• 



Per conseguenza, il numero totale delle richieste decomposizioni di q sarà, 
in ogni caso, espresso da 

^{'H'ÌHlì^ ■■■<)}■ 

E poiché è noto che si ha 

conclnderemo che tali decomposizioni sono in numero di 2^^. 

Osservisi poi che il caso in cui q sia un numero primo, o potenza di un numero 
primo, può includersi nel precedente, quando si faccia n = l. Giacché allora il 
numero delle decomposizioni trovato innanzi si riduce ad 1; e difatti una sola 
decomposizione si ha in tal caso. 

Ricordando infine che, se moltiplichiamo quelle coppie di numeri, precedente- 
mente determinate, per il massimo comun divisore tn, si ottengono tutte le pos- 
sibili coppie di numeri che hanno come massimo comun divisore e come minimo 
comune multiplo i due numeri assegnati m ed tn\ concluderemo: 

Il numero totale delle coppie di numeri che abbiano per massimo comun divi- 
sore m, e per minimo comune multiplo m', è 2"-*; essendo n il numero dei diffe* 
tenti divisori primi del quoziente fra m ed m. 

M. Chini. 



Una dimostrazione della formola di Meissel. (^) 

Indicheremo con '^ (n) il numero dei numeri primi inferiori ad n, con /^(n, 2) 
il numero dei numeri minori di n (incluso n) e non divisibili per nessuno dei primi 

{ numeri primi ^i , ^2 » • . . ^i^i , dove pi = 2, e finalmente con £^(— ) il massimo 

numero intero minore di ^- • 
9. 
Ciò posto dimostriamo la seguente formola 



dove è 



*(n) = r(n,0 + i + rf-l-'sV(Ef— ì, Z + r-l| 

r=l l \PHtÌ ) 



(1) 



d = ^{Sn)-l. 



(X) Vedi *Hath. Ann. „ Bd II e III, oppure G. Webtheiv , Elem. der ZaUntK, 1887 od anche Gaz- 
ZAITIGA, Teoria dei numeri, Padova, Drucker, 1903. 



fin, lìi-l-ì (2) 

la quale formo] a darebbe il immero ^ in), ovo tutti i numeri minori di » e non 
divisibili per alcuno dei primi l numeri pTÌnit fasaero «sai pur© primis ciò com- 
porterebbe una restrizione, cioè l = i^(}^n) secondo il teoietna dt EratoBtene: in* 
ve^e» nel t&so più generate, converrà toglierò dalla (2) il numero di quel numeri 
che Bon divisibili per pv-^ìtn^i^.- e &arà sufficiente arrestarsi a quel numero 
primo pi^ che è immediatamente minoro di \'n'. tale cioè che 

l + d^^i^) d = ^{}'n)-L 

In tale modo troviamo la condizione impo&in alia formola (1), Supponiamo oi 
di aver levato dalla (2) il numero di lutti i numeri divisibili per pi^t ...pj+r^ 
vogliamo ora togliere il numero di quelli che son divisibili per j/Hr* Per fare e Ì< 
basterà togliere il numero dei prodotti di pur per tutti i numeri che non sono 

divisibili uè per pi ^ uè per pt , . . . ^ né per pj+r-i & tutti minori di E | — ): cioè 

\pi^r} 1 

giusto le notazioni adottate il numero 



'("©• 



/ + r - 1 



1 



dove abbiamo sottratto 1, per esser© l'unità compresa nella /"» mentre non fa al 
caso nostro essendo il proiìotto di /n.r per Tunità un numero primo. Eseguendo 
Y indicata operazione da r ^ l ad r = cf otteniamo che dalla (2) si devono togli 
in tutto 



I 



I 







numeri, e ne conseguirà la formola (1). 

Per arrivare da questa alla formola di Meiaael osaerviamo che la espresa Ione 

dà tutti numeri primi quando. ^i.r^i sia immediatamente minore oppure 
giore di 1' - — , per il cb© è necessario e basta che sia 

Ponendo ora 

p\r > n (5) 

la (4) è verificata qualunque sia r essendo pi+r^ pì+\ . Ora la 5 sussiste quando 

I 

si ponga pi^ immediatamente minore di n, cioè pi immediatamente minoro dì Y^, 

o in altri termini 




cioè ip 



Ciò posto per ottener© dalla (3) il numero dei numeri primi minori di Ej — - 



I 



rtcordaudo una osservazione fatta alla formola (2)^ basterà to- , 



glìere dalia ('d) l'unita ed aggiungervi i primi / + r — i numeri primi: con cne 

'^©•'+-'}-'+'+-'-*{''(s;)} 

e finalmente sostituendo questa espressione nella (1), 

d{d-ì) 



^(n) = f{n,l) + l{d + l)-\- 



-:!>{' £)} 



che presa coi significati introdotti e cioè 

s 

costituisce la formola di Meissel. 

Per applicare questa formola ad un caso particolare, osserviamo che il calcolo 
dei termini sotto il segno 2! si può eseguire subito, quando n non sia troppo 
grande: altrimenti potremo servirci di nuovo della formola trovata: in quanto al 
calcolo di f{n,l) possiamo usare l'espressione 

nn.;, = »(i-J^)(i--l)...(i-i^)c)^ (6) 

nel calcolo della quale in luogo di ogni termine della forma — si costituisca 

(n\ n *^ 

— I se — non è già intero. Questa formola di non difficile dimostrazione ri- 
m/ m 

chiede la conoscenza dei primi l numeri primi: si può però invece di essa ado- 
perare Taltra 

f{n,l)^f(f^, Z.-1)-/^Je (-^), Z-lJ («) (7) 

osservando che quando saremo arrivati ad f(n, 1) potremo porre senz'altro in luogo 
di esso n — E(-^j come si ricava anche dalla (6): espressione di calcolo sem- 
plicissimo. 

Vogliamo per esempio trovare il valore di cp (250). Calcoliamo dapprima le 

costanti l e d: osservando che cp {)fn ) coincide con ^ [E (Vn )] come pure 

* (ViT) = ♦ [E (Vn )] 



avremo 



^(y250) = 6 * (6) = 3 / = 3 

E(V250)=15 *(15) = 6 <i = 6 — 3 = 3 

e quindi applicando la formola di Meissel 

f^ (250) = f{2ò0, 3) + U -'Ì%/e (-^ìj- 

Calcoliamo ora ^(250, 3) applicando successivamente la formola (7) si ha 



Ma 



f(2b0, 3) = /^ (250, 2)-f(50, 2) 
f(250, 2) = r(250, l)~f(83, 1). 

f(50, 2)==/^(5Q, l)-r(16, 1) 



(1) Cfr. Oazzakioa, op. eit, pag. 12. 
(«) Idtm., pag. 28. 



? ix) = i- 1 r (1 + j^r ¥M = n (- D- a + ^r-^ 

e r equazione propoèU può ecrÌYersìt dopo b oppresso il fattore (--1)'*, 
(l+x)" — n(l +a:)'^-* = 0, 

le cui rudi ci sono evidentemente — 1 e — — r , la prima delle quali è (w — l)-pla. 

Altr« risoluzioni dei sigg. dctt. Fornari di Varese; prof. CordOso dì Savona; Gandinf, 
R. U. di ToHno; Sealatinni e Tenolo. R* U. di Pavia; Adoifo Vaccai R. U. di Bologna. 

T4IS. Sj consideri un'tUiMàt E ià un'iperbole equilatera H che ha pei- ter liei 

i fuochi reali di E. Se t, V sono le tangenti condotte da un punto P di H alla E 
5* dimontrl che VangoÌQ di ì colFa»se maggiore è nguttìe a quello di t' eùU'asàe minore* 

Risoluzione geometrica dei prof. Retali di Milano. 

Denoto con T, T' i punti di contatto di f, f'; ton A» A' le proiezioni di P sugli 
Msi, con F ed F' i fuochi dell'eli isse: poiché PF, PF non parallele a due diametri 
coniugati di il e in ogni iperbole equilatera V angolo di due diametri è eguale a 
quello dei coniugati, HUhìanio : / APF = A'PF', ma^ pel teorema dì Poucelet, 
ZTPF = FFr dunque 

Z APT = APF « TPF ^ ATF- T' Pr= ATT. 

Altrimenti: In ogni iperbole equilatera se FF è un diametro o P un punto 
arbitrario della curv^a, h biseitrici degli angoli FPF sono paralìeìe agli aasintoti: 
duuque coincidoiio con le bisettrici dell'angolo AFA' ecc. ecc. 

OsfSEKVAZiONE. — Le propritìtà deir iperbole equilatera, utiUsczate in queste due 
soluzioni, 8on<i molto note; veggaai p. ei^. l'ottimo libro del sig. Milikowski, .E/tf* 
meniar-Sgntheitsche Geom^ der Olekhseiiigen Hgperbelf pag. *2Q dì^ e pag. 6 bj» 

Risaiuzione analìtica del prof. Cardoso di Savona. 

L'equaiipuy Ciiiiiplea5ijva dello tangenti coudgtto da un punto V = {xiitfi) 
alla eli lese 

f{jc, y) = il V + aY — (**&' " 
è 

11 punto P apparteuendiì all'iperbole equilatera H^ che ha per equazione 

nella quale e rappresenta Tee centri e Ita di E, pò scianto porre 

^1 = ne . sec qj , y^ =^ ae , tg ?, 
ed allora la (1) diviene 

(»* + ìì^) (»* seu^9 — ò^) — 2a^e^3cg sen 9 + 

+ 2ffi-c jT eoa 9 + 2ahg sen fp cos^ — u^e^ («^ aeu ^ 4- è") =^ 0» 

che 3i scinde nelle due seguenti 
nelle quali si è posta 



et = y2 laen tp — 1 } , 
Y = V&* + a^ een 9 , 



p==V^(!*en<p+ ì); 



~l tumià ^f m HA 1 



tg 9 = tg '^ = -^ 



ar+^B 



c. d. d. 



ar — ^B 
Altre riflQruzfoni del doH. Nìocolaì e del tìg. 8calaJ>rJni R. U. di Pavji; AdoJfo Vig^ 
chi, R» U. dì BDiagna. 



1 



?tH£. Sta F un fnocOi <7 centro e4 M «rt pwirfo vaiiaMle di nn*dÌUie e 
P la prùicziùnt del centro auUa perpendicolare da M flf/?o MF, 7'r<wafy ^a cwrt"^ 
fttO^<? di Ì\ e l'area della medesima. E**N. Bajeisien. 

RUoluzione dal prof. Retali dì Milano. ■ 

11 luogo di F è la pedale, rispetto Ad 0, dolla pedala negativa d di 'dt Issa n^ 
spetto ftl fuoco F* Questa pedale uegativa è una curva C4* del quart 'ordine e 
dolla quarta cìaa^iì, avente la retta al T infinito per tangente doppia e ì& due r^tte 
isotrope uscenti da F per tangenti stazionarie. Ne seguo che il luogo di P è una Gs* 
del sest'ordìne, della classe ottava, bjcircolare e avente uu punto quadruplo iaolato 
neirorigjue 0, Troviamone lVf(uaxìone: ae OP incontra in A il cerchio descritte 
sul diaiuetro OF— e, si Im, dalla figura. OP = OA + FM, dunque, aseutnendo Q 
per polo e OF per aase polare a uaando le notazioni consuete, 

1 



p = (! . eoa i 



■^i 




1 H~ ^ eoa ÌE> ^m 

cbe è FequaEÌone polare del luogo di P; passando alle coordinate retiangolarì, si 
trova 

a ( j-'f 4- f — ^^\ (^^ + i^l^ì = &* f^' + f^'). 
Denotando con B l'area di Vi^ & ponendo per l>revità 

l 



f J = L* . COS tu. 



abbiaiTio 



Pi — — ■ 



ì ^ e eoa tu 

B = ^f f * d « = / pi* <f w H- J"ps* rf fo + 2^ f pipa d m. 



11 prinio iategralei esprimendo il dtvppio dell'area del cerclijo di diametro 1 
lia per valore inc^; il secondo è evidentemente eguale all'area nab deirelllsse: 
basta dunque calÈpEare il terzo integrale 



Hicordando clic 



li trova 



. 2 fi* f^ cosùj 

1 = " — " ( VI '« 

fi J l -r e eoa tu 

/coH m ^ ma/ 
" " ^ dw ^ — ^ J 
a + ^ ì;ob o P M ' 



(f(i) 



fr 



4* # cos I 



■ ^0» = 



. ej l^ 



rfcn 



Il I 



VT-1 



dunque, avuto riguardo alle reiasioni e^^atf — ^^1 — e^^ 

e fiftalmente 

2S = T^c^ + *^i^«^ + 4tcì* (6 — a) = ti (rt — il)" + 2i^R 

Alìra nso/u2jone del lig. Scalabrìnì R. il. di Pavia. 



ntM9iin/fHiitnidrM 



iua cona&tte aa un punto m hh suo ptam. Trovar è u iuogù dei punti M tali cn§ 
AF . AF'+ BF , Br + CF . CF'+ DK . DF'= costante 

E,-N. Babisien. 
Rfioluzlone dot prof. Retali di Milano. 

SkBo il, r^ la coordinate di M: le asciììse dei punti A, fi, C, D sono lo rft> 
dici della equazione 

i;*;i7* — 2fiV£ , x' H- a»(a*£* + &*>3* — *?*) ^= + 2rt^cH . ;c - a%^ = 0, (1) 
che fii ottiene eliminando y fra la equaKione 

deirollisse e quella dell' iperbole 

a^l , y — hh\ . a; — trV^ t= ; 

la somma che dere essere costante è 

dova r^sproaslone in parentesij somma dei quadrati delle radici della (1), ha il 
valore 

*3 = -j = — ^ («=£* — 6^ H- e*). 

Sa dtinque denotiamo con A:' la contante, abbiamo^ per equazione del luogo 

2 (fl'£* - &*J3* + e*) -- c^ (4a- - k^) : 
il laogo è danqoe una conica occ. 



ora, poiché 



QUISTIOI!^! PROPOSTE 



712. Essendo e un circolo tangente a due rette tìgse x,y,eà r una 
tangente variabile di f, trovare V inviluppo del circolo circoacritto 
al trilatero x, y, r, E.-N. Barjsien. 

713. Dati un piano a, una sfera S*^^ ed una superficie qualunque S, 
da ogni punto di quest'ultima come centro ai descrive una sfera P'^ 
tangente al piauor 

Dimostrare, che il luogo dei centri dì similitudine delle sfere &** 
e P**' si compone di due superficie omologiche a 21. Determinare il 
centro, il piano e le due caratteristiche d'omologia, 

714. II luogo dei centri dei cerchi tangenti a una curva piana V 
e che passano per un punto fisso del suo piano e una curva omo- 
tetica alla prima pedale negativa di F rispetto ad 0* Il centro di 
omotetia è 0, il rapporto è \. 



ai docenti ed ai discenti i professori Appell, membro dell'Istituto, e Chappuis della 
Scuola Centrale. L'unione di un matematico con un fisico, nella compilazione di 
queste lezioni di Meccanica elementare, è stata utilissima; giacché in questo modo 
il lavoro risponde più completamente allo scopo pel quale è stato scritto. In tutta 
l'opera si riscontra una gran chiarezza di esposizione unita al necessario rigore, 
e ciò la rende doppiamente pregevole: ogni capitolo termina poi con degli eser- 
cizii bene scelti, di modo che anche per questa parte l'opera è commendevole. 

Conrs de Mécanique à Vusage des élèves de la classe de mathèmatiques 
spèciales, par P. Appell, Memore de rinstitut, Professeur à VÉcole 
Centrale, deuxième édition, entièrement refondue. - Paris, Gaii- 
thier-Villars, 1905. Un voi. in-8 de 495 pages, avec 186 figures. 

È un corso di Meccanica per uso degli allievi della classe di matematiche 
speciali, pubblicato dal medesimo prof. Appell. In esso, dopo alcune nozioni pre- 
liminari sulle grandezze geometriche, l'Appell tratta della cinematica del punto, 
per poi passare ai movimenti elementari dei sistemi invariabili, corredando ogni 
teoria con svariati esercizii che servono a meglio chiarirla. 

Nella seconda parte del corso l'Appell si occupa del punto materiale tanto 
libero che vincolato, ed espone finalmente nella terza ed ultima parte la teoria dei 
momenti, le condizioni di equilibrio di un punto e di un sistema, ponendo poi 
termine all'opera con la statica dei corpi solidi e con un breve capitolo sulle 
macchine, nel quale applica le nozioni del lavoro alle condizioni del loro equi- 
librio quando si fa astrazione dall'attrito. Anche i diversi capitoli della seconda 
e terza parte del corso sono illustrati con opportuni esercizii, e tutta l'opera si 
raccomanda, come la precedente, per l'esattezza del linguaggio e per la chiarezza 
dell'esposizione. A. B. 

Amodeo. — Lezioni di geometria proiettiva dettate nella R. Università 
di Napoli, 3* edizione (1** ed. tipografica), migliorata e aumentata 
con 420 fig. intercalate nel testo e molti eserc. Napoli, Pierre, 1905. 

Da oltre venti anni il prof. Amodeo fa all'Università di Napoli un corso di 
Geometria proiettiva che, due volte litografato nel 1896 e nel 1902, viene ora pre- 
sentato nella sua forma definitiva in bellissima veste tipografica dall'editore Pierro. 

L'opera si compone di una introduzione nella quale sono stabiliti i postulati 
fondamentali per la generazione degli spazi e le altre nozioni fondamentali, e di 
due parti, nella prima delle quali sono studiate le forme lineari di 1% 2* e 3* specie, 
e nella seconda le forme di secondo ordine ad una dimensione. 

Il sistema di postulati scelto dall'autore è sostanzialmente quello stesso che 
egli propose nel 1891 per un Sn negli Atti dell'Accademia delle Scienze di Torino; 
lasciando perfettamente indeterminato il concetto di punto, esso permette di costi- 
tuire immediatamente una geometria astratta applicabile a qualsiasi ente, e quindi 
il principio di dualità apparisce perfettamente chiaro ed evidente fin dal principio. 

Gli altri concetti direttivi dell'opera sono espressi dall'autore nella prefazione 
colle parole seguenti: 

* Sulla proposizione fondamentale di Desargues si discute se e quando si debba 

* considerare come postulato. 

" Il gruppo armonico e le proiettività sono definite secondo lo Staudt. 

" Le involuzioni sono considerate come casi particolari delle proiettività cìcliche, 

" Gli elementi imaginavi sono considerati come elementi uniti positivi di una 

* omografia binaria e specialmente di un'omografia ciclica di terzo ordine; e per 
' avere adottata la separazione degli imaginari si può dire che un'involuzione è 
' trasformata in so stessa da ogni involuzione armonica ad essa, ma deve dirsi che 

* è trasformata nella sua inversa. 

* Le coniche sono generate mediante forme proiettive di 1* specie, ma con- 
' temporaneamente ne sono mostrate tutte le altre genesi, sezioni del cono qua- 
' drico, curve fondamentali di una proiettività, proiezione di una circonferenza ecc. 
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* dipendenti dalla polarità^ ^niinn per **temL*r*tì renli, poi per eìemenfi imttginftri. 

* in un ultimo capitalo bì Irattn delle proÉeHivjtA di ^tìctìudo urdirto e deltt 

* loro applicazioni alla risoluziaae dei problemi di secondo « terza gradt», e si fa 
•un cenno degli eiementr camuni a due cìimìcIjg e dei fusci e delle seliiere , 

* coniche e dei loro centri. 

* Tutta III fcrattazione del corso èi Geometria pura è indipendente dalle eoi 

* s^ìùTìì g&ometriclie elenieniavi^ nienir« di qn etite cognizioni ai fa Eargo uso, quando 

* concetti e teorie sono iipplicate alla geometria proiettiva Euclidea. 

* Lo studio parti colare rlte in ogni capitolo ©i è fatto aegnìre per le proprietà 
" particolari nel campo PJuclideOp ba a^&nuto proporzioni nnclio più vaste quando 

* si è fatta la trattazione delle coniche, in modo da dare uti diì^creU sviluppo mi 
' melodi di Poncelet e di Chaalesi. Coal ai è dato al § " Crtitro e diametri „, e4 
' all'altro Fuochi e dtrfUrki uno sviluppo inag^iore di q^uello ora usttto nelle pi 

* blicazioni italiane .. 



Il 23 novembre 1905 è morto a Vienna T illustre professore 

OTTO STOHjZ 

membro deirAccadeniia imperiale di Vienua. 

Poco più di yn mese prima, TU ottobre, egli mi anmmziav 
mezzo di una cartolina, scritta tutta di suo puguo. elio per malattìa 
8Ì ritirava dair insegnamento e dairattività scientifica; ma non avr 
creduto che la sua fine dovesse essere così prossima. 

Nacque lo Stolz ad Hall (Tirolo) nel 1842; studiò a Vienna M^ 
tematica e Astronomia e nel 1867 divenne assistente airosservatorio 
e libero docente; nel 1871 fu chiamato all' università d'Iunsbruck* 
dove si è svolta tutta la sua carriera didattica e scientifica. 

Lascia importanti lavori suiraritmetica teorica, Tanalisi e Taigebra 
superiore, tra i quali ricordiamo i seguenti trattati: Vorlesungen ilbcr 
Algemeine ArUhmetik (2 volumi 1HH5-86). (irurnhìige der Diff ereni ìah 
Integralrecmmg (2 volumi 1^93-96), Thmvdische Arittnetik {in colli 
borazione con Gneimeb) 2"* edizione UK12. EinUitung in die fimktmh 
Theorie (2 volumi 1904-05). 

Alla memoria dell'illustre matematico, che ba onorato il * Peri 

dico di matematica ^ ed il " Supplemento ^ della sua collaborazione, 

invio un caldo e reverente saluto, 

0> Lazzehi. 
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Giulio La^zeshi — Dìrettore-re^sponsabile 
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airAcc. Pontanìana nelle tornate del 5 marzo e 5 novembre 1905. (Atti 
deirAcc. Pontaniana, 1905. 

Andeeini. — Sul modo di determinare approssijnativamente le are della notte 
mediante osservazioni a insta di stelle. (Opinione geografica. 1905). 

BoNOX.A. — La Tìngonometria assoluta secondo Giovanni Bolyai, (« Kendiconti» 
del E. Ist. Lombardo di Se. e Lett., 1905). 

Carboni. — Notizie critico-storiche sul problema d'ApoUonio. Avezzano, Ange- 
lini, 1904. 

D'Amico. — Sidla varietà quartica con tre piani semplici dello spazio a quattro 
dimensioni. (Atti deirAcc. Gioenia di se. nat. in Catania, serie 4% voi. XVIII). 

Fine. — A College Algebra. Ginn & Company, Boston, New York, Chicago, 
London, 1905. 

Laisant. — Initiation mathématiqiie. Ouvrage étra-nger à tout programmo, 
dédié aux amis de Tenfance. Avec 97 figures dans le texte. Genève, 
Ktlndig et fils, 1906. 

Volpi. — Sopra un metodo speciale per trattare la teoria dei numeri irrazio- 
nali. (Pitagora, 1905). 
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Presso la Sig.™ PIA PAWERNI ved. LUGLI, via Agostino De- 
pretis n. 86, Roma, trovansi vendibili, legate in volumi, le serie 
complete del ter iodico, dal P a tutto il 10** anno al prezzo ridotto di 
Lire 50 all'interno e di Franchi 60 in oro, per gli Stati dell'Unione 
Postale; e le annate complete separate, pure rilegate in volumi dal 
3** al 10** anno, nonché i fascicoli sciolti dei suddetti anni, a prezzi da 
convenirsi. 

Le annate dalla 11* alla 20* (1896-1905) del Periodico di Matematica 
si trovano in vendita presso la direzione al prezzo di L. 6 per l'in- 
terno e di L. 7 per l'estero, le prime tre, e di L. 8 per l'interno e 
L. 9 per l'estero le altre. 
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(Conti nudane tK fase. prÉcedCTtte) 



Assjntoti dell'iperbole 




mg. itìv 



25- ProbiìEMA.^ — Dati i fuochi e Vasm principale di un'iperbole tro- 
varne gli assijìhH e h direUrici. 

Siano F, F' (fig. IG) i fuochi 
dell'iperbole, e siano M| ^ M4 © 
Mg j M3 i punti d^ incontro del 
circolo di diametro FF' colle per- 
pendicolari ad AA' in A ed A\ 
I triangoli OAMi , A'M^, A'Mg , 
OAM4 ao33D rettangoli ed hanno 
V ipotenusa eguale a e ed un 
cateto eguale ad a- Essi sono 
dunque eguali, e quindi OMi e OM^ sono i prolungamenti di OM3, 
OM4 , e per il teorema del § precedente M1M3, MgM4 sono gli assin- 
toti deiriperbole* 

Descritto poi il circolo di diametro AA\ è facile veder© che 
esso incontra gli assintoti trovati in quattro punti, che congiunti 
convenientemente due a due danno due rette d^ d* perpendicolari 
ad A A' ; esse sono le direttrici. 

Infatti, chiamando X il punto d'incontro di AA' con la diret- 
trice corrispondente al fuoco F e x la sua distanza da si deve 
avere 

AF . OF — OA 



ossia 



XA 



e — a 
a — x 



ossia 



OA— OX 



~e. 



da cui 



e 
a 



a 



Dunque jc è la terza proporzionale dopo e ed a; e siccome si 
ha appunto per la costruzioB© iudicata 

e a 

risulta che X coincide con D, ossia d e ìsl direttrice, 

Chiamando Hj il punto d'incontro della semiretta OMi con d 
ossia col circolo di diametro AA', è evidente che i triangoli AM^ , 
OHiF sono eguali; perciò Tangolo OHiF è retto, e quindi la AH^ 
è tangente al circolo suddetto in Hi , 

2G, Teorema. — L'area del triavgoìo che ha per lati i due ub- 
sintott ed una tangente variaMte di una iperbole è costante. 

Siano A, B due punti di una iperbole^ A', B' i punti d'in- 
contro con gli aasintoti della retta A^ B. È noto (§ 23, Teor.) che 
deve essere A'A ^= BB', e perciò è facile vedere che i parallelo- 
grammij che hanno per lati gli assintoti e per un vertice A o B 
rispettivamente^ sono equivalenti. 

Le tangenti in A, B si trovano costruendo i segmenti che, 
terminando agli assintoti^ sono divisi per metà da A o da B, ed 
è manifesto che i triangoli formati da questi segmenti con gli as- 
sintoti sono rispetti vatoen te doppi dei due parallelogrammi sud- 
detti, e perciò sono equivalenti. 

Proprietà delle tangenti e delle normali delle coniche* 
Podarìe dei faochL 



27. Tkorema. — Le 
congiungono un punto P 




Fìg. 17, 

od iperbole. Otteniamo 



bisettrici degli angoli formati dalle rette che 
di una conica centrale coi due fuochi sono 
runa tangente e Valtra normale in P alla 
cmiìca. E precisa mmite la bisettrice dm taglia 
il segmento avente per estìTmi Ì fuochi^ nel 
caso deirelisse è nortnale^ nel caso deiriper- 
bole è tangente. 

Siano F, F' i fuochi, AA' Tasse focale, 
P un punto qualunque di una conica cen- 
trale (fig. 17). 

Sulla retta PF' si prenda il segmento 
PH = PF, dalla parte opposta di F o dalla 
stessa parte, secondo che la conica è ellisse 
un triangolo PHF isoscele, nel quale la 



bisettrice PM dell'angolo in P è anche mediana ad altezza ; e per 
conseguenza la retta PM, perpendicolare ad FH nel suo punto di 
mezzo, è il luogo dei punti equidistanti da F e da H. Da ciò si 
ricava fiicilmente che un altro punto P della retta PM non può 
appartenere alla curva. 

Infatti, essendo PT = P'H, nel caso deirellisse si ha 

PT' + PT = PT'+ FH > F'H 

e quindi, essendo 

F'H = FT + PH = F'P + PF = 2a, 
si trae 

PT + PT' > 2a ; 

e nel cfiso dell'iperbole si ha (supposto FF' > PT) 

PT' — PT = P'F' — FH <F'H 
ossia, essendo 

F'H = F'P — PH = F'P — PF = 2a, 
PT' — PT < 2a. 

Se ne conclude che la retta PM ha il solo punto P in comune 
colla conica, e quindi (§ 7, Cor. 3® e 6®) si può affermare che è 
tangente alla curva, considerando anche che essa, supposto che la 
curva sia un'iperbole, non può essere parallela agli assintoti. 

Infatti, se FM fosse parallela ad un assintoto, FM sarebbe ad 
esso perpendicolare, e quindi (§ 25) P sarebbe sull'assintoto mede- 
simo; e ciò è assurdo. 

L'altra bisettrice essendo perpendicolare alla PM risulta normale 
alla curva. 

CoBOLLABi. — 1®. U luogo dei punti simmetrici di un fuoco di 
una conica centrale rispetto aUe tangenti della medesima è il circolo 
che ha per centro l'altro fuoco e per raggio Varese focale della conica. 

Infetti H (fig. 17) simmetrico di F rispetto alla tangente PM 
ha da F' una distanza F'H = 2a. 

Definizione. — / due circoli aventi per centri i fuochi F, F' ed 
i raggi eguali a 2a si chiamano circoli direttori della conica. 

28. Definizione. — Si chiama podaria o pedale di un punto ri- 
spetto ad una curva il luogo dei punti d'incontro delle tangenti alla 
curva colle perpendicolari ad esse rispettivamente condotte dal punto 
stesso. 

Teobema. — La podaria di ciascuno dei fuochi di una conica 
centrale è il circolo che ha per diametro l'asse focale. 




La retta PH dunque incODtra la parabola soltanto in P, e sic- 
come non può essere parallela alleasse risulta (§ 7, Cor. 4) che è 
tangente alla parabola. 

Corollario* — // luogo dei punti simmeiricì del fuoco della pa- 
rabola rispetto alle tangenti ad essa è la direttì*ù:e della mededma, 

30* Teoreil^i. — La podarla del fuoco di UTia parabola rispetto 
alla parabola utessa è la tangente nel vertice ^ 

Se M (fig* 18) è il punto d* incontro della tangente PP' eolia FH 
ad essa perpendicolare^ abbiamo già visto eh© divide per metà FH 
(§ 29), Essendo A, vertice della parabola, punto di mezzo di FD^ ri- 
salta che AM deve essere parallela a DH, ossia perpendicolare a 
FDj ossia tangente in A alla parabola. 

Inversamente, se M è un punto della tangente nel vertice, H il 
punto d'incontro di FM colla direttrice £?, P il punto d'incontro 
della perpendicolare in M alla FH colla perpendicolare in H alla 
direttrice, si dimostra facilmente che MP © tangente in P alla curva, 

3L I teoremi precedenti permettono di costruire le tangenti di 
una conica, definita per mezzo dei suoi fuochi e dell'anse maggiore, 
senza bisogno di costruire la conica. 

Pboblema 1^. — Condurre Z-a taììgenie in un punto P dato di una 
conica. 

Se la conica è centrale, basterà congìitngere P coi fuochi P, F'. 
La bisettrice dell'angolo FPF' se la conica è iperbole, o quella 
delFangolo conseguente a FPF'^ se la conica è ellisse, è la tangente 
richiesta (§ 27, Teor,}. 

Se la conica è una parabola si conduca da P la perpendico- 
lare PH alla direttrice e il segmento PF, essendo F il fuoco. La 
bisettrice deirangolo HPF è la tangente richiesta (§ 29, Teor,). 

Problema 2^. — Condurre per un punto le tangenti ad Ufia conica. 
' P» Siano F, F' i fuochi, A A' Tasse di un'ellisse o di un'iper- 
bole, P un punto qualunque del piano (fig. 19 e 20). 

Se PH à una delle tangenti richiestej M il piede della perpen- 
dicolare ad epsa condotta dal fuoco F, il punto M deve tmvarsi sul 
circolo dì diametro AA' (§ 28, Teor,) e su quello di diametro FP, 
essendo PÌÌF retto. 

Ciò premesso, apparisce chiaro che le tangenti richieste sì pos- 
sono trovare colle costruzioni seguenti. 

Si costniisce il circolo di diametro AA' e quello di diametro FP, 
i quali potranno incontrarsi al più in due punti M, M'; le retta 
PM^ PM' sono le rette richieste. 



metro J:'^ e cercando i punti d incontro M, M , se esistono, colla pa- 
rallela alla direttrice d condotta per V- Le rette PM, PM' sono le tan- 
genti richieste. Se N^ N' sono i punti d'incontro di d colle FM, FM', 
e H, H' i punti dHncontro delle rette PM, PM' colle parallele per K, W 
all'asse, H, H' sono i punti di contatto delle tangenti suddette* 
Infatti j essendo M il punto medio di FN e PM perpendicolare 

ad FN in M, si ha HF ^ HN ; cioè H appartiene alla parabola \ 

y"^ 

e HM è bisettrice dell'angolo FHNj cioè (§ 29) è tangente alla 
parabola. 

Lo stesso dicasi della PM', 

Problema 3^, — Tracciare le tangenti parallele ad una data 
direzione. 

1^. Se la conica è centrale (fig. 22 e 23), per un ftioco F 




FJg. 22. 



Flg, 23. 



si conduca la perpendicolare alla data retta r; se M, M' sono i 

punti d'incontro di quella retta col circolo di 

diametro AA' le rette condotte per M, M' 

parallele ad r sono le tangenti richieste. Se 

Nj N' sono i simmetrici di F rispetto a quelle 

rette, 1© F'N^ F'N' tagliano le medesime nei 

rispettivi punti di contatto, 

2*. Se la curva è una parabola {fig, 24), 
si conduca per il fuoco F la perpendicolare 
alla data retta r, e siano M, N punti d'incon- 
tro di essa con la tangente nel vertice V 
con la direttrice* La parallela ad r condotta 
per M è la tangente richiesta, ed il suo punto di contatto è V in- 
contro della medesima colla parallela all'asse per N. 




Fig* 'i4. 



I 



1 




Ciò premesso, è chiaro che per trovare i punti d'incontro di 
una retta data r con la conica avente F, F' per fuochi e AA' 
per asse, basterà cercare i punti di questa retta, che sono centri 
di circoli passanti per F e tangenti a e. 

Per risolvere questo problema si descriva un circolo e' che 
abbia il suo centro in un punto scelto arbitrariamente sulla r e 
che tagli e in due punti L, L\ La retta LL' è Passe radicale dei 
circoli e, c\ la perpendicolare ad r condotta per F, ossia la i"etta 
che conginnge F col suo simmetrico H rispetto ad r, è Tasse radi- 
cale di c'è del circolo che cerchiamo. Il punto d*incontro di questi 
assi radicali è il centro radicale di e, e' e del circolo incognitoj 
perciò Tasse radicale di questo circolo è la tangente condotta dal 
punto suddetto al circolo e. 

Se il centro radicale è estemo a e potremo condurr© due tan- 
genti ad esso, e le rette che uniscono i punti di contatto con F' 
tagliano r nei soli punti P, P' che soddisfano le condizioni del 
problema- 
Se il centro radicale è su e si ha una sola soluzione, ossia r è 
tangente alla curva ; se è esterno a e non si hanno solusiioni, cioè r 
è estex*na alla conica, 

2«, Sia F il fuoco (fig. 27), MM' la di- 
rettrice di una parabola, P un punto della 
curva ; essendo P equidistante dal fuoco e 
dalla direttrice^ il circolo che ha per centro 
P e passa per il fiioco è tangente alla 
direttrice. 

Ciò premesso, è chiaro che la ricerca 
dei punti d^incoutro di una retta r con 
la parabola definita dal suo fuoco e dalla 
sua direttrice equivale all'altro di trovare 
i punti della r che sono centri di circoli 
passanti per F © tangenti alla direttrice. 

Per risolvere questo problema si de- 
scrìva un circolo arbitrario c\ che abbia il centro sulla r, e passi 
per P (e quindi anche per il simmetrico H di F rispetto ad r). 

Per il punto d'incontro D della retta FH colla direttrice, si 
conduca una tangente DK a e' e sulla direttrice isi prenda, dalle 
due parti di Dj DM e DM' eguali a DK ; le perpendicolari alla 
direttrice in M ed M' ineontmno la r nei punti cercati* Infatti, 
essendo DM^= DM'^ ^^ DF . DH, i circoli che passano per F, H, M 
oppure per F, H, IT sono tangenti in M, M' alla direttrice. Se- 




Y\%. 27. 



ma a allora paixe essenao r 
si ha pure 

p|v2 _^ py 2 ^ 

Confrontando queste eguagl 

ossia nel caso deirellisse 

PÒ- = 2a« — {a 

e nel caso delPiperbole 

PÒ* = 2a* — 

3^. E segmento di tangente n 
hole compresa fra due tangenti 
ciascuno dei fuochi. 

Siano ti , t^ due tangenti fis 
in un punto variabile H e si 
con ^1, ^a rispettivamente, e P 

Nel caso dell'ellisse Tango" 
degli angoli PiFH, HFPg che 

HiFÌ 
perciò l'angolo PiFPg è la mei 
è eguale agli angoli HjFP o 1 
Un ragionamento simile pi 
4^. Il segmento di una tange 
iperbole compreso fra le tangent 
sante per un fuoco {in particolaì 
è visto sotto angolo retto da qiu 

34. Teorema. — Le due tati 
parabola fanno angoli rispettivati 
col fuoco e colla parallela per 

Essendo PH, Pff le tangent 
rispettivi punti di contatto, N 
dotte da H, H' alla direttrice, M, 
colla tangente nel vertice, si s€ 
un circolo e si ha M'PF = M' 
avendo i lati rispettivamente 
H'PF è eguale all'angolo NHÌ 
la parallela per P alPasse. 

Corollari. — 1*^. La retta 
ràbola con un punto P divide j 




che cofìgiungono F coi punti di contatto delle tangenti coiidoUe da P 
aìlu parabola. 

L'angolo HFM complementAre di FHM^ o di MHN è ugimlfì 
a PPM' clie è complementare di PPM', e similmente HTM' è 
uguale a MFP ; perciò essendo 



risulta 



HFP = HFM + WF^P , HTP = MTP + H'FM', 



HFP = PFH'. 



2**. // luogo dei veriici degli angoli retti i cui lati sono tangenti 
ad una parabola è la direttrice. 

Se l'angolo HPH' è retto, essendo pure retti gli angoli FMP, 
FM'Pj il quadrangolo FMPF' deve e^ere un rettaxigolo ; il suo 
centro deve essere sulla MM' ed il vertice P deve essere dalla 
parte opposta di F ed avere da MM' una distanza eguale a quella 
di F, cioè deve trovarsi sulla direttrice* 

8®, Il segmento di una tangente mobile ad una parabola compreso 
fra dm tangenti fisse è visto dal fuoco sotto un angolo costante eguale 
all'angolo delle tangenti fisse, 

i^r II segmento di una tangente variabile ad una parabola coni- 
preso fra due tangenti fidine negli estremi di una corda passante per 
il ftwcOj è vista mtlo un angolo retto dal fuoco. 

Akuae proprietà particolari lieirellìsse. 



35, Nel § 14 abbiamo visto che ogni conica ai può in infiniti 
modi riguardare come sezione piana di un cono rotondo ; il luogo 
dei vertici di questi coni è la conica focale di quella data* 

In particolarej essendo data una ellisse, la sua conica focale à 
una iperbole^ e immaginando che un punto vada a distanza infi- 
nita su questa^ il cono proiettante ha per limite il cilindro proiet- 
tante la data ellisse, e che ha le generatrici parallele airnno q 
all'altro degli assintoti della iperbole* 

Se dunque jyer il centro dell'ellisse si conduce un piano per- 
pendicolare ad un assintoto deiriperbole focale^ esso piano taglia 
il cilindro colle generatrici parallele alPassintoto stesso secondo un 
circolo che può considerarsi come proiezione ortogonale della data 
ellisse. 

Siccome segmenti eguali e paralleli hanno sopra un piano qua- 
lìuique proiezioni eguali e parallele, segue che due diametri co- 



mugati dell ellisse hanno per proiezioni due diametri coniugati dal 
cìrcolo cioè due diametri perpendicolari di questo- 

Ne segue che il diametro comune air ellisse e al circolo è Tasse 
minore deirellisse perche divide per metà tutta le corde ad esso 
perpendicolari p 

Sia AA' (fig. 28) quest'asse minore, BjB/ Tasse maggiore, PM| 




FJg. aa. 



una semiretta parallela ad OBi, e OB^ PM le proiezioni di OBi' e PMi . 
Dai triangoli simili PMMu OBB| si deduce 

PM _ Z> 
PMi ^ a ' 

Se immaginiamo ribaltato il piano della ellisse su quello del 
circolo, questa proporzione rimane consertata, e si deduce la se- 




guente eostruzione per punti della ellisse, dati gli assi della me- 
desima (fig, 29). 



Teobbma 1". — iSe r è un punto dt un elttsse o dt un iperbole, 
della quale A, A' sono i vertici, H la proiezione di P sull'asse prin- 
cipale, si ha 

PH* a* — <* 



AH. HA' a» ■ 

Per i punti P, A, A' si conducano tre piani perpendicolari 
all'asse della superficie conica, i quali taglino le generatrici r, r 
contenute nel piano VAA' nei punti K, K'; A, M; L, A', 

V 




Si ha 



Fìg. 3(1. 



HP*=KH.HK' 



KH : AH = LA' : AA', 
Perciò 



HK' : HA' = AM ; AA'. 



gp2 _ AH . HA' . LA'. AM 



HP* 



AA'« 
LA'.AM 



AH. HA' 



AA'" 



CD 



Nel triangolo AA'L è AA' = 2^, AT^ ^ 2a Da essOj ponendo 
ATj ^ 25, AM ^25' ed osservando che la proiezione di AL sn A'L 
è (S — S'), si ricava 

AA?' ^ Al? + ITl' — 2 A'L (5 — S'), 



ovvero 

4«* = 4c* + 45« — 45(5 — 5'), a«=c»-fò5', B5'=(a^— e*). 

Perciò dalla (1) si deduce 

HF _ «' — <?* 
AH.HA'~ a' ' 

Teorema 2". — Se p è la misura della distanza dal fuoco di una 
parabola della direttrice, P un punto qualunque della curva, H la 
proieàone di P «uU'aitie della ììtedesima, A. il vertice, si ha 



AH 



= 2p. 



Essendo r la generatrice del cono che passa per A ed r' la sua 
simmetrie» rispetto all'asse, siano K, K' i punti d' incontro di r, r 
col piano condotto per P perpendicolare all'asse del cono, e B il 
simmetrico del vertice A rispetto all'asse. Si ha 

PH*=KH.HE' 

HK' = AB , HK : AH = 2AF : t AB 
ossia 

BK:AR=p.~AB, 

HK . HK' = 2p . AH 

e quindi 

PH" „ 
AH=2^- 



HK = ^.AH, 



38. La considerazione del circolo proiezione ortogonale dell'el- 
lisse permette di risolvere con molta facilità vari problemi j come 
costruzioni di tangenti, ricerca dei punti d* incontro con una retta 
ecc. relativamente ad un'ellisse individuata dai suoi assi e non 
disegnata. 

Per esempio, volendo tracciar© le tangenti ohe passano da uà 
punto Qi basterà cercar© la proiezione Q di Qi, condurre da Q le tan- 
genti al circolo e poi cercare le rette di cui queste sono proiezioni; 
tutto ciò può farsi con costruzioni piane per mezzo del ribaltamento» 

Agli stessi risultati ai può giungere considerando il circolo di 
cui rellisse data è proiezione. 

39, Teorema 3®» — Se una retta r si muom in modo che dm 
mtoi ptmti M, N scorrano su due rette ortogonali x, y, ogni punta P 

de/ì^ r percorre un ellisse. 



I 



(Jondotta per U, punto d incontro deiie or, y, la parallela ,ad / 
e per P la parallela ad y, essendo P' il punto d' incontro di quegte 
rette, si ha OP' = NP, ossia il luogo di F è un circolo. Inoltre, 
essendo H il punto d'incontro di PP' con x, si ha 

HP:HP' = 6:a, 

quindi il luogo di P è '^ellisse di semiassi a, b sulle x, y. 

Corollari. — 1^. & OCM è un iricmgàlo isoscele, di cui il pmdo 
è fisso ed è costante ia lunghezza dei laH egtudi, mentre il punto M .si 
muove sulla reUa x, ^ luogo di un puaito P del lato PM è un^eUisse, di 
età X è fosse prindpcde, essendo a = OC+CP e b = OC — OP = PM 
'le lunghezze dei due semiassi. 

Infatti se N è il punto d' incontro della retta CM colla y per- 
pendicolare in '0 alla a?, è facile vedere che, essendo CM = CO, 
è pure CO = CN, e quindi MN è un segmento di lunghezza co- 
stante i coni estremi Boorrono sulle rette ortogonali oj, y\ perciò il 
luogo di P è l'ellisse del corollario precedente. 

2^. Se un -triangolo A^BC di fqrma invariabile si sposta in modo 
ehe due .vertici A, B percorrano due rette x, y, U terzo vertice per- 
corre un'ellisse. 

Infatti il circolo circoscritto ad AB, essendo AJB e AOB costanti 
è di diametro costante. Se tale circolo s' imagina collegato con il 
triangolo e mobile con esso, il diametro MN che passa per C ha 
i 5luoi estremi su due rette fisse OaJi, Oyi perchè gli archi AM, BN 
e quindi gli angoli AOa?! , BOyi sono costanti. Dunque C descrive 
la 'linea che si ottiene facendo scorrere M, N sulle x^ ^i. 

40- È manifesto che il teorema precedente ed il corollario primo 
danno !e tre coj^Jtruzioni segu€*iiti di un'ellisse della quale sono noti 
gli assi in grandezza e posizione. 

1**; Si prenda un segmento MN ^^ a -r h diviso da un punto i* 
in due parti MP ^^ 5, PN === a. 

Facendo scorrere questo segmento in motlo che Mj N percor* 
Vùìio due rette ortogonali x,, ;/, il piintt» P descrive relHsse richieiita, 

'2^, Si prenda un segmento M,Ni = a — b e sul suo prolunga- 
ment'O (dalla parte dì Mj) un punto P tale che sL^ MiP^^ fe e 
quindi NjP ;= a. 

Facendo &coii*ere il segmento in modo che Mi ^ Nj percorrano 
le rette ortogonali x, y, il punto P des^crive lellisse cercata. 

3^8' imaginiiio due aste OC, GM eguali articolate attorno ad 
e C, Se M percorre uim retta ìjo per 0, un punto P di CM descrive 



D'altra parte, essendo KG = OH, si ha 

ÒA'+0B'=MK'+MH''=(MC + CK)2+ 

4- (MG — GK)« = 2 MC^ + 2 G K' 
e siccome 0G^= GK^, risulta 

OM'-f- 0N'= 0À?4. OB'. 

2*^. L'area del triangolo che ha per lati due semidiametri coniugati 
è costante ed eguale all'area del triangolo rettangolo che ha per lati 
i due semiassi. 

Gonsiderando le due secanti MK, MP del circolo di diametro OP, 
si ha 

MP . MQ = MK . MH , 
ovvero 

ON'.MQ=OA-OB. 

Dunque (essendo MQ l'altezza del triangolo OMN') i triangoli 
OMN', CAB sono equivalenti. 

3®. L'area del parallelogramma che ha per diagonali due diametri 
coniugati di un'ellisse è costante ed eguale a quella della losanga che 
ha per diagonali gli assi. 

Infatti il parallelogrammo MNM'N' e la losanga ABA'B' sono 
rispettivamente quadrupli dei triangoli OMN', OAB, equivalenti. 

4®. L'area del parallelogrammo che ha per mediane due diametri 
coniugati di un'ellisse è costante ed egtcale a quella del rettangolo che 
ha per mediane gli assi. 

Infatti, il parallelogrammo che ha per mediane MM', NN' ed il 
rettangolo che ha per mediane AA', BB', essendo rispettivamente 
doppi dei parallelogrammi equivalenti MNM'N' e ABA'B', sono pure 
equivalenti. 

42. Le proprietà dimostrate nel § precedente possono essere 
estese con opportune modificazioni anche air iperbole, purché si sta- 
bilisca per mezzo di una definizione il concetto di lunghezza di 
un diametro, anche se questo non incontra la curva. 

Giò può farsi per mezzo delle seguenti considerazioni. Se un 
diametro d^ di un'iperbole taglia la curva in due punti A, A'j le 
tangenti in A, A' sono parallele al diainetm d^^ coniugato a d^j ed 
i segmenti di esse limitati fi-a gli assintoti sono uguali e divisi per 
metà da A, A' respetti va mente ; |x^rciò i segmenti congiungenti gli 
estremi di questi segmenti sono pai^alleH ed eguali atl AA'. Se B, B' 
sono i punti di mezzo di questi latij si dirà che BB' è la lun- 
ghezza del diametro coniugato ad A A'. In altre parole si stabilis^oa 
la seguente 



j 



Sm'BSO ì SITIE TAVOIE BH VMORI NATIHI DELU mimi TUffiONiMIRICHE 



Introduzione. 



1. Fino a poelii anni fa, par i calcoli trigonometTicif era esclu^lTamente 
indicato Tubo dei logarìtnil: veggansi} per es., ì trattati del Le Cointb [^ d^X 
Sebrbt ('ì, del BouuDON(^),..*; veggasi j^ure la classica raccolta del Kbidt(*)^ 
doye^ fra tanti esempi Q\ijiierici^ non so no trova neppure imo (ueauclie fra 
i più Bemplici) ne! quale si accenni aHa possibilità di procedere eenza loga^ 
ritmi; e veggasi anche Ìl trattato del Gcm>dwin (*)> dove ai ricorre ai logaritmi 
anche per risolvere un triangolo rettangolo avente per cateti b=Qfi^2 e c=0,lQ^ 

E non era. generalmente, po&sibile fare diversamente, perchè le ordinarie 
raccolte di tavole logaritmo- trigono me tri che non contenevano nessuna tavola 
dì valori naturali ("); per cui, se in qualche caeo (come, per es,, nella rìao- 
lu^ione di qualche eq^uazione trigonometrica) si presentavano questi valghi, 
bisognava fare il passaggio ai corri apondenti logaritiai; veggasif per m^^ U 
trattato del Kleyer ('J. 

5p Nei trattati più recenti però Teeclusion© dei valori naturali non è più 
assoluta, giacché, invece di dire che ì calcoli trigonometrici si fanno col lo^ 
ga ritmi sempre^ si dice generahnente : vegganai^ per e a», i trattati del Yag- 
QrANT(*), del BtìOckmak(*}, dell' Ha mmbr (^•), dello Chauvbnbt ("\,>.; veg- 



li) Le CQinTE. Lff^oMw aur fa Thi^U dèa fsnctinna oifeuiairm. (Ed H*l]et-BaAb*U«r, Fuii 1BS8, 
pig. 87,^ 

{i> fiEESST. Trnii^ d« Trigonoméint. {t.^. GauthiÉr-Willurv, Paris 1888, f«g. lì«0 
(*] Bourbon» TrigàaomiiriM fedii t^a ti sphviqHé. (Ed, GtiiibÌ€ir'WiUara^ Puis 1877. pu^, 47 J 
{V Rejdt, S^mmluHff vtm Aufifoban und BaiapUUm P«tf dtr TrigQH&mttria Mtid ^ItrtQWfd'Ii. \E^ 
Tfivbti«r, Leipzig 1S77.) 

{*) tiooDWiir. ftatta at»4 «jaAjH^al trigtmvnutr^, {Ed LoD^mitna. LoqdoD 1891, pMg^ 189); |r«(tito 
ftotoreToUsiìmo, che da niaUi auDÌ è libra dì teato d«I Heytii X^aval CoU*g« ài Qr^uurlch. 

{*} Lfl prime Uvo]« loguntnio-trigonomeitirbft completa furoiiQ queÙtì del ViAcg [d*itJtmatica 
litgat-Uhmù^, 4^&u<l& 1B2S, fi Ttiffortomatrit» atti^cialia, Goada ^tà3"ì}i Jn «itse si trovano i v^LoH m^ 
tdnll di seno, sa? suiti e utigeote. s j logirtlmi del seno e delU tongcDte* qpu dì sei cifre decìtiifUi 
■ di 10^ In 10", Di queste Uvole il "VxdkCg atessa pubbtjeù poi uu estratto con setta tifre s dj l' 
iìì y [T^llft H* €4HH)tt tiittffwnUa, atetinti*: *i cÌ0 ItfffOàUhmt* dea tittm, tamffeniaa, Ìja Usjb 14Ì51), del 
qasle furono fatte molte «dkionu Ne Jibbbm<» sotto gli occhi una, la ^ualo ù identica aUi^ prece- 
dante, anche in tutta Ih introdnzit^ne; mx. Invece del nome di Ylac^, porU qudlo di 0ZAVX4k3K. 
(rsator« della Jf^ré(»iiona mathématifimtì H phUiqm). e non Ti e eletto tiù dove titt quando «U «tnU 
pubblicata {crediafno a Parigi nel lft§5)* 

Dati e grandi tAVoIe del VtAOQ ti ea varano poi il OjkKi>]jiE& le sua tavole a ssUe cifra e di 1(K' 

in ny [Tatitait of loffatUhma, London ltt42, o TabUa de togsHikmaa, Avignoii 1770J e il Vea* le aae 

grandi tav^ole a dieci cittts e di 10" in 10"' iThtanuru* tosarUhmarnm iomplttua, Leipiie 170-1} i ina 

n^sfuLna di queste ni; ore tavole contenne i^iìi i Tftlorl naturili, corno n^n U contenne più uesann^t 

delle uumcroslBsiine cbe vennero dopo ^Callst, LauiMìk, BttKHiK^lt, K(>hlsii, IdiiciiKa, 8ciiH0if„„) 

in Klkvek, LthvUch der Guffi&mairU. tEd, Mai sa, Stuttgart 18&D, pagg, 2^, 2^, 2^, J4d,.„> 

l'I Vacql'AST. Coura da Tt-igonomaria. (Ed. Miaion, Faria ISlH, Voi, J, pag. &6*) 

f*) Bbùciemaff* LthrbHth dtr a^tnan «ii J aphSriarhan THffoaométria, (Ed. Teiibnar, ieipaig ISSO, 

pig. 30.J 

(1'^) HAirllEit, Lthrbiich dir «btnen Hnd aphì!ti*chan TrtffOUQmetria, (Ed, Hetxler. Stuttfatt 1865, 
P«fr S*.) 

0^) CsAUVBifET. A tnitiiaa im ptant afi4 tpkarieal TrigQHomttrg^ (Ed, LippJncott, Filadelfia IBH, 
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temente, non ai riaparmia ueisnna ricerca (né diretta, uè inversa.). Perà nella 
risoluzione di un triangolo sferico obliquangolo, ciueiruso può essere opixjr- 
tuno per evitare, come si e accenoato, Tuso di elementi ausiliari (^). E questo. 
in pratica, accade principalmente nel caso in cui son dati due lati (6, c) e 
Vangolo compreso (a); che, volendosi solo Vaogolo ^, o aolo il latotij l'uso di 
una delle due formule 



ctn p ^^ ctn b sen e esc ot — cos e ctn a, 
eoa a = eoa b cos e + sen ò sen e cos a, 



(2) 
(S) 



può eisere molto opportuno, anche se si richiede Tapprossi massone di 1', Come, 
per es., accade, per la prima, quando si vuol calcolare la rotta iniziale di 
una navigazione per circolo massimo (nel qual caso anzi, invece della appros- 
simazione di 1', è più che sufficiente l'approBJiimazione di un decimo di grado); 
e per la s^econda in im problema di Kauìgaziom [% alla cui risoluzione, da 
qualche tempo, ai ricorre trequentissìmamente, trasformando la (3) steasa, 
mediante prostaferisi (*) nell'altra, più facile al calcolo, 

eoa a ^ i Ifcos (ò - e) 4- cos (h + c)\ + {eoa {b - e) - cos {b + e)} eoa a]. (B)' 

4, Dietro queste considerazioni ci è parao utile estendere ai valori natu- 
rali delle funzioni trigonometriche lo studio che già facemmo pei logaritmi 
dei numeri e pei logaritmi trigonometrici {*); e cosi avremo occasione di 
modìfìcare opportunamente e di completare alcuni riauìtati già altra volta 

da noi ottenuti (*L 

Considereremo le tre funzioni aeno, tangente, secante (*) e non le prime 
due soltanto ('), ì>crcbè una tavola, che non contenga la secante, non permette 
la notevole semplitìcazione, che spesso si può ottenere nel calcoli ordinari, 
eoatitnendo ad ogni divisione la corrispondente moltiplicazione. 

Cosi, per es., se dalla (l) si vuole ricavare a, sarà certo più opportuna 

al calcolo la foi-mula 

ti = b CSC % 

che la formula 

a^=^b: sen p ; 



0) 

• malli Unirei!, 



Mulgrt^ leur appurento oimpllertti, lee formuleii qtte Vop obtient en rceouianfc *nx anglii 
muiiuiurftB. ot «lÈmo H f^Hipurt di. ct\U% qnl rmnltoml d& U trgufoirontion dee eiprcMiont, n» 
-lont pAs eouvent U più» aiiiéaitìrit cFilciiUble* par la^*fithnifi9. Sana parler du trayajJ que d«w 
•mimde U trtisformati^n. J» nombre doB lecrturei k fnire dnan io. Lable rund «ditìlirBiiieiit li» 
'recJj«rclios «»*ix kbgrieiiiies. Ci>e tmaf^rmAti^n^ soni, à U vnnìù, diitJloe «isrei«B. noiiivciil 
Mmtioaes dans lo» ejameua; mala, an p^Unt 4ii vae prmtiqua. «ìka pr«*entent iM>UTent lilua d id^ 
• i^onveniuntoa qua finvnnUge* (Houel, /«.,.««(; rf* Jfal^indfujn^ rf«^*.*^3Ìr« d #j-^^^al«, tomù U, 

^^^f») Chi Bei odiceli iiiutrd propoaft Tiiw d«i valori naturali fu TAmmiragUo Maokasìii iTav^m 
« Formtilt nantich*. EU. Hnepli. Milano ISffiJh d »i« perì, permesiia il iJEre elie iiftUa oaeluaiono dei 
loEarìtmi «sii im n"*!'^!^'' ^^'^^ c»a|E«ratQ (camB «iii did^mmo d.l B^aoK v^rM tiun cr«di*ino. 
par «. ehe la eua tavola di valori naltirali a cinque dfrcr « di 10' in lU' ponili ««rvirB >n;^o »>• 
etleelo delle tiiitaniB lunari, dove, in cmii essi, poBUt»»!- occorrere taroÌA logsntnildi* di 10 in W 
« ootl «•Ho dfre (Fati:. Co«iì d' AwifOHi>*»ir n^uti^ne. Ed. GautbiBt-Viliaiii, Furigi ìmh p*g. i!»J. 

(»i V. LI nostro atudio: Sul c^lcuO^ t^Ufiifo alU rWfr é'&ife^aartcsnd^ U rnwtuHt^ di ^mcn Smnt- 

Miinir^ Cmvìata Marlttliìit „, Gennaio 1JW.T e Aprile 1004», ^ ^^ ^^ ^ ^ ^. ,_ . _ ^ 

l*j SuìU optrofitim fra -i*#in*?i* <<fri«inli approwMtmnti,,. r f anodico di Mmtamiitic»,. IfKM, fMcVl 

« ID05 fate. 1 <j II) : Uap. HI e IV. I i% di queat» noU. eh« dorremo dtsre in a«suUo. mMtnno, 

i*J Come nelle tavole dell' Holil e dell Ami«BC1IV. già citate. . , ,j, 

^T) Coma nella tayola (pure già iitiiLa) pnlihUfaU dal Ulalcel, dttì. fta le moderne. & U plfl 
noi* e la più ceteaa. 



In s»|^ito indksheTremo con g,% e gì i valori assoli! fci di yj e di ys , e con 
Gì e con Gì i limiti superiori che per questi valori si neaveranno dalla (5) 
e dalla (7)» E^ almeno nei casi cbé considereremo, questi limiti saranuo molto 
minori di qiielli che si otterrebbero, rìcorreudo (come, per ciò, si fa ordina- 
riamente) alla, serie di Taylor, 



6t« Se i valori di f{x^) e di f(x^ + lkx\ che supponiamo dati da una ta- 
Tola, fossero esatti, il valore di f{x)^ nella ricerca diretta, e il valore dì x. 
Bella ricerca inversa, risulterebbero aiFettì aolo dagli errori f^ e yi rispetti* 
varo ente. 

Ma i valori tavolarì di f{Xiì) e d[ f{x9 + Aa;'ì hanno sempre nn limitato 
numero n di cifre decimali, e quindi sono generalmente aifetti da un errore 
d^arrotofìdamentOf ch«, in valore assoluto, ha per niaesimo una me^^a unità 
deli'ttltimo ordine; e altrettanto si deve dire di /"(jt), perchè queato valore 
è generalmente limitato allo stesso numero di cifre dei due valori precedentii. 
Quindi, oltre Terrore Xf nei valori ricavati dalla tavola colla interpolazione 
semplice j si avrà un altro errore, che indicheremo con X* 

AttribueDdo a X^ » ^i i ^ r 'i r X^ » Iq significati analoghi a quelli attribuiti 
nel § prec, a simboli analoghi, sappiamo già (^) che si ha 



U^l 



(3) 



Li = 






(9) 



dove iy indica, in valore assoluto, la difierenza tavolare, ossia la differenza 
che si deduce dai valori arrotondati che m trovano nella tavola, e non la 
difierenza esatta fra i valori esatti di /(a^ + àx) e di /'(^); dove per cifra 
delle unità di L,] e di Ay al prende l'ultima cifra decimale che si considera; 
dove Li risulta espresso nelle sttìisse unità in cui è espresso 4x» 

E si rammenti bene cbe Ld è il max^nmo di h^ mentre che X4 è di /i un 
Umile mipe fiore inabbamabiìe, 

OswERVAZJOKK I- — Il valore (assoluto) di dy differisce dalla differenza 
esatta fix^ + A-r} — /^à'w) meno di una unità, perchè Terrore di ogni valore 
arrotondato ha per massimo una m^'/^z^ unità se è per eccesso, ed ha invece 
per UiniU mqmiore una mezza unità se è per difetto (N. § 14, Oas/j; si ha 
dunque certamente 



ày-ì<i f(T^ + Ax)-nx<>) \<ày^l 



(10) 



e questi lìmiti sono ìnabbassabili, 

Ofi^ERVAzicmBr n, — Rtcordìarao oìm Terrore I4 consta di due parti, ognun» 
delle quali ha per massimo vma mezza unità; una è costituita dalTerrors di 
arrotondamento di fur) e Taltra da quello che deriva dagli errori di arro- 
tondamento dì fixù + l,r) e di f\x)^ 

Osservazioni JII, — Ricordiamo pure che, nella ricerca inversa, essendo 
il valore dì f{x) il risultato di un calcolo^ non sarà, generalmente, affetto 
solo dalTerrore di arrotondamento, ma anebe da un altro errore dovuto agli 
errori dei numeri sul quali u è operato (N. § 58); e che, indicando con a 



(>) V, [] I 3 dellm tiDtA già eltit&r Sulla rleffvq iti fagmiim^ téno , . , e 11 1 Q lìeir Altra noatj^ 
tiQim Sopita il Ha digli errori prùdtftti dalia iHtfrpftlaxioHéimmpJicé ' TerioUcQ di MnteniiiLieji „. 1^0^ 
fu e. [1. AvY^wtìAmo «Ha tleitnl «imboli mfiìQ aitkii opppriutiaiDatito tDùditIc»tU ^à opportunimflnta 



errore di arrotondamento) si ha certamente 



' 



li<(.l+a) 



Afe 



(11) 



Osservazione IV. — Eicordiamo finalmente l'apparente paradosso (*) che, 
se, invece della differenza tavolare Ay, per la differenza f{oco-\- Ax) — /^(aco) 
si piglia un valore più appprossimato, Terrore Xd, invece di diminuire, può 
crescere. 

E un altro apparente paradosso vogliamo far rilevare ora relativo all'er- 
rore Xi ; ed è che, diminuendo àXj il limite superiore inabbassabile Li di questo 
errore può crescere anziché diminuire. Cosi, per es., essendo 

Lsen 39« 26' 00" = 1,80274 Lsen 39<» 25' 40" ==T,80285 

Lsen 39 26 00 =T,80290 Lsen 89 25 60 =1,80287, 

dato Lsen x = 1,80286, secondo che nella ricerca di x si piglia Aar = 60" o 
àx = 10", Li ha per valore 

^' = 6",00. 



rispettivamente. 



60" 

16 "~^ »^^' 



7« Affinchè dunque nell'uso di una determinata tavola numerica si possa 
ammettere il principio delle parti proporzionali bisogna che si possa ritenere 
trascurabili la somma dei due errori y e X. 

Nella ricerca diretta l'errore Xd non dipende né dalla forma della fun- 
zione f{x), né dalla grandezza del passo Ax, ma solo dal numero n delle cifre 
decimali date dalla tavola; Terrore Yd invece dipende dalla forma di f{x\ 
del passo Ax e non dipende affatto da n. Nella costruzione e nell'uso delle 
ordinarie tavole logaritmo-trigonometriche si ammette generalmente che yd 
sia trascurabile, quando il minimo limite superiore che se ne conosce non su- 
pera in valore assoluto una mezza unità dell'ultimo ordine, ossia quando è 
minore della metà del massimo di Xd . 

Nella ricerca inversa Terrore Xi dipende sia dalla forma di f{x), sia da Air, 
sia da w; e Yi, come nella diretta dipende dalla forma di f(x) e da Ax, ma 
non da n. Si ammette ordinariamente che, in questa ricerca inversa, T inter- 
polazione bì poscia fare quando ai può fare Della riceroa diretta, ossia quando, 
come s'è detto orora, il minimo limite superiore che si conosce per Yd è mi- 
nore ili una meaza unità del Tul timo ordine. Per giustificare questa couveu- 
zìone possiamo intanto dimostrare che, se G^ è minore di 0,5, Qi è minore 
di Li. In&tti dalla {ii) si ha 

A^^ 

quindi p per la {d), basta che sia 

la quale, per la (10), si verifica a fortlori^ se 



(tj V. il % U éeììti Hot* già citaU: So^ta una deftJi tt^orL, 



PERIODICO DI MATEMATICA. 



Zl\9 



Ga< 






E questa, è certamente venficatA per Oi<0,5, peichò il secondo membro 
cresce al crescere di ày e Ìl suo minimo valore m ba per Ay=^2 (cliè per 
àj/<i2 r interpòl iVjì ione non occorre)* Ma giusti ficazìone molto maggior e ^ si 
troverà nei casi che dovremo considerare iu seguito, perchè in esai, o Gd sarà 
molto minore di 0,5, o, se Gd sarà proasimo a 0,5 ^ ày sarà molto maggiore 
di 2 © quindi Li molto più piccolo. 

OssERYAZtoxB. — Quando ày è molto grande, I41 è molto piccolo, sempre 
per la (9), e quindi può presentarsi il caso che nella ricerca inversa si possa, 
colla interpolazione, ottenere una approeeiniazione sufficiente senza che Gì 
sia minore di Li . Quesato caso si presenterà in alcuni dei caii die do%'remo 
considerare in seguito^ e sarà allora particolarmente esaminato. 

S. Per eseguire le operazioni aritmetiche richieste dalla interpolazione 
semplice è bene stabilire delle regole fisse, eolle quali si eviti un lavoro inu- 
tile nella ricerca diretta., e una approssimazione inauMciente, o illusoria, nella 
ricerca inversa (N. § 1), 

E queste regole, indicando con |a Terrore da essa prodotto e attribuendo 
a fWd I niì^ Mhi , Ms i soliti corrispondenti significati, devono essere scelte in 
modo che M^ sia minore del più. grande dei due valori G^ ed Li (perchè l'ap- 
prossimasdone sia gutìicienteì, aetìZR però essere minore di un decimo del ya- 
lore stesso (perchè TapprossimaKione non sia illusoria) , e che altrettanto 
accada di M| rispetto al più grande dei due valori Qi ed Li iN. § li), 

A propositi poi delle regole stesse, ricorderemo che (N, § 50), se quelle 
relative alla ricerca diretta sono solo opportune e non necessarie, quelle re* 
lative alla ricerca inversa sono invece indispensabili, sia perchè danno im 
criterio logico e fisso per arrestare la divisione (che in quetsta ricerea occorre 
e che, generalmente, non riesce esatta) sia perchè danno un* idea, general- 
mente esatta, della appròssim adone del risultato a cui si arriva. 

Osservazione. — Stabilimmo già le regole accennate per i logaritmi dei 
numeri (N. §§ 19 e 20)^ e per i logaritmi trigonometrici (N, <§§ 26 e 27\ e 
&oommo rilevare le lacune e le contraddizioni che^ in proposito^ si trovano 
EDche n^i trattati di Tngotiometria più autorevoli (N* § 56), 



Applì€azì0i)e a una invola di valori iiattiiiilJ. 



9. Cominciamo col dedurre dalla (5) e dalla (7) ì valori di G^ e di Gì per 
ie tre funzioni seno, tangente e recante* 
Se 

dalla (5} si ha 



Td 






ed, osservando che 

sen (jio + àx) — sena^ — àz'cos (ar^ + ^ì^x)j 



(12) 
(IS) 



cresce ftl crescere di xo ^ esuendo 



aeu iT 



cos {X + àx) eoa* i^jcr -^ ia?) 
OflSBRVA^iOKE L — Balla (l?) e dalla (19)^ per Ca? — ^ àXy si ha anoSie 



(22) 



gd> 



àx tan X0 

4 eoa*x. 



(20)' 



Si> 



i* (ia-)" tan j::^ eoa (xt + ia?) 
4 sen ix gob to 



t21)' 



dalle quali bì può dire quel eli e s*è detto per la {Ib)' e per la (16)' nella Ose. 
al § precedente. 

OasEEVAZlOKE II. — Quando si vuol calcolare una espressione trigono- 
metrica coi valori naturali, è, evidenteraentej opportuno* se è possibile^ sosti- 
tuire delle addjsiioni a delle molti pi [cagioni (vengasi per es*» la (3) e la (3)'), 
contrariamente a quanto ai cerca di fare quando ai vogliono usare i logaritmi* 

Così per il calcola delle (20), (20/^ (21)^ (21/ aarà opportuno osseryare che 

1 tan (j^ + ài£) 1 tan {3$q + àx) 

T ' cofi*(.ru -t àx) ^ 2 ' 1 + coe2(xp -j- àgc) ' 
1 tan (oco + àx) cos Xn ose àx aen {2x^ + àx) + sen \x 



m 



1 tan Xù cofl (a^ft + àx) 
T " 



4 1 + oos 2 {j^ + àx) 

C9C àx sen {2x^ + àx) — seu Ax 



sen Ax eoa Xo 



1 + eoa 2X9 



(24) 



11. 3e 

dalla (5) si ha 



hx 
àx 



f(x) = see X 
tx\àx 



1 + san' {Xn + tìAac) 

COS* \X9 + 6iÌJC) ' 



Ta = — 
ed osaervando che 

sec {Xo + Aa-) — seo ic^» = , , ^ . , ; 

dove 6i ha il solito aignifìcato, dalla (7) si ha anche 



T1- + 



àx 



h^) 



A^ 
2 



1 + sen* (3^0 + ^àx) COB x^ cos {oca + àx) , 



COS* (it'o + Mx) 



sen(^ H- ftjAsc) 



(25) 



(2e) 



(27) 



dunque ^d e Yi sono per eccesso o per difetto rispetti vamen te- 
Dalia (25) e dalla (27)^ colle solite considerazioni a coi soliti sìmboli si ha 



gi< 



^àx' 
àxjàxT 



1 -(- Ben'i.a:s6 -^ Ax) 
eoa" {xn 4- Ax) 
1 -|-aen'(.Ta -!- à.r.) 



(28) 
(29) 



8 eoa* {Xo + Ax) tftu «^ 

'£ evidente anche qui, che Qà oreaca al crescere di ;cò e tende all^^ quando 
as» tende a ^ n — ior. In quanto a Gì ai yede subito che esso tende all'oPi 
tanto per Xo tendente a aero, quanto per Xo tendente a ^n — àxi ma non è 
cosi focile vedere che si ha un minimo solo e trovare il valore di xn corri- 
Bpondente, Infatti^ volendo applicare il solito metodo indicato dal Calcolo 
Infinite^male^ aiecome, dopo facili tras formasti oni, si ha 

-j l+sen^(a? + Ax0 ^ 4sen2jcaen2(a;4>Aj;)— {3-h2cos2(a:+Aag)^coa' 2(x+Aj;)) 
*cos\jcH-Ax)tana:~ 4co9*(^ac -h Ax)sen*a; 



occorrere Dt>e siuaiare la variaaione aeiia iuuyaoug 

tp ì^) — 4 seii 2jc Ben 2 [x -^ i.z-) — (3 H- 2 cos 2 [or -K Aj" i — cos' 2 (jc -h Aa-)] (90) 

al variare di x da zero a ^ tc — Ix^ gli estremi esclusi ; ma l'equazione ohe 
»i ottiene eguagUando ^{x) a zero non è risolubile rispetto ad a?, quindi bi- 
aogiia ricorrere a qualche artifizio, 
8i com^inci dairoaserT^ra che si ha 



1 H- aen' {x + ìjcO 



. [1+ aen»(a:-hAj:)l . [ ^""^f^ 1 ^ f - 
Lcosi,jp+Aj:*)J [s 



G08* \x -\- Sx\ tan X l ' - v ■ '^ ' ^(*Qg i^jp+Aj:*)J [sen x cob ^;r + ^^)ì 

ora, è cliìaro che ì primi due fattori del secondo membro crescono ambedue 
(per il secondo si ricordi la (22)] al crescere di x da zero a | j: — Aa* ; in 
quanto al terzo, essendo 

Ds sen X cos (a? + A J?1 = cos (2x + àx\ (81) 

si vede che il ano denominatore cala certamente per 2.r4'Aj?^iTCj ossia 
per x^\K — j Ix; dunque Gì cresce sempre e tende alTo;? al crescere di x% 
da è (i « — à^) a i "rt — A j^. Per vedere poi come vari ^ [x] al variare di x 
da zero a |tc — -t Ax, si noti che (fra questi valori i il primo termixie cresce 
sempre e il secondo cala sempre, perchè 

D^ sen 2x sen 2 {x + Ax) — 2 sen iix H- 2A^}, (SQ 

che è maggiore di zero per 4x + 2àx^-K, ossia per x^\ti — l Axi e inoltre 

D, (2 cos 2 (a-<>H"Ajr)-cos" 2 (x+Aa?)} ^ sen 2 {x+Xx) Jcos 2(a:+Aa?)-2), ^33) 

il cui primo fattore, fra i limiti, indicati è certamente positivo, nìentre il se- 
condo è sempre negativo. Dunque tp (x) da zero a iJ^ — i A.r cambia segno 
una voira sola e^ se x* e il valore corrispondente di Xj si può asserire che Gì 
cala sempre al crescere di x da zero tino a ,y (restremo inferiore esclusole 
cresce sempre da a*" a ^n~àx (gl'estremo superiore escluso); ma, per la ra- 
gione indicata, non è possìbile trovare questo valore ad e quindi neppure II 
corrispondente minimo. 

Si può però osservare che la dieeguaglianza 

4 sen 2x sen 2 (^c + Ax) < 8 -|- 2 eoa 2 i^j:* 4- A^) — coa*2 {x + Ax) 

è a foHiorì verifìcataj se è verificata Tal tra 

4 sen' 2 {x + Aa^)< 3 + 2 cos 2 (x + Ix) — cos* 2{x + Ax), 

e questa si vedo faci I manto essere verificata per 2 (.r + Ix) non minore del- 
Tarco che ha per coseno -i; quindi, indicando con <x Tarco positivo minimo 
che li a questo coseno ^ è certo ciie al variare dì Xo da aero a | r — A.lv Gì cala 
sempre, 11 valore x' è dunque compreso fra j a — àx e J ii — | Ar, e, siccome 
per la natura delia questione ohe stiamo trattando, sì deve supporre che Xa 
cresca non con continuità ma di successivi intervalli eguali a A<r, sarà facile, 
dopo pochi teutativij trovare, fra ^ut — Ajc e |ii — } AXj questo valore x^ e il 
minimo corrispondente. 

OasERVAzioxE L — È utile osservare, anche qui, che dalla (28) e dalla (20^!^^ 
per àx=^i àXj si ha anche 



y4> 



A^ IH- sen' Xa 
"8 



eoa* x^ 



» (28)' g,> 



Ax{ixr 



1 H- sen' x^ 



eoa* xq tan \Xìì + ^^) 



(29)' 



delie quali si può ripetere qipiello che s^è detto per la ri5)'e pet la (16)' nella 
Osa. al § a 

OssERY AZIONE IL -- Analogamente a quanto si è fatto nella Oss. II al 
§ prec. sarà ora opportuno osservare che 



1 H- sen' ; ,ro + Aac) _ 3 — eoa 2 ( j>^o + j^Jg) 
eoa* (a'o -f i^') ~ 1 + eoe 2 (jfy + àx) 



see (x& + Aar), 



(34| 
(S5) 



cos* [Xq + A:c) tan JCo 1 + eoa 2 (a^-a + àx) 

Q^BEnvATAOsm III. — E anche neUa ricerci. del mìnimo di q? (a*) sarà op- 
portuno, per il calcolo numerico, osaervAre che ìa (30) si può trasforinare 
nelFaltra equivalente 

2[p (or) = (4 eoa 2Ajl-+<ìo3 4 (x+ Aa?)) — 16+4 cos 2 (a'4-Aa')+4 cos {4x-^2lx)\. (3(ì) 

G. Pesci. 
(CmìUnua). 



Sulla divisione all' iiiflfiito d'iimi ciualsìasì successione fierio- 
dica per nn qualsiasi uiiniera />, primo coti In base g del 
sistema dì nomenizione adopevato. 



t. Dati tre gruppi ili cifre A\ A", C costituiti ordinatamente da %\ 
a\ X ^ifrfì del sistema di numerazione a base g^ col sìmbolo 

A',A"(C) 

che si ottiene^ com'è clìiaro, tìcrivenda suecesaivamente i tre gruppi, 
ponendo la virgola tra il primo ed ì] secondo, e clnudendu tra pa- 
rtitesi il terzo, rappreseti te re uio la successione infinita (che per con- 
venzione diremo nutnero decimale perìodieo) 

dove la scrittura del gruppo C dev'essere immaginata protratta al- 
l'infinito. 

Al numero A', A'' (C) daremo il nome di periodico smììplkf se A" e C 
aon gruppi identici, nel caso cioè in cui a cominciare dalla virgola 
ci son cifre che nello stesso ordine si ripetono ail' infinito; daremo 
invece il nome di periodico misto se A" e C son gruppi differenti, nel 
caso cioè in cui dopo la virgola sono alquante cifre che piìi non si 
ripetono, e vengono poi quelle che nello stesso ordine ripetonai ali* in- 
finito. Ai gruppi A" e C daremo ordinatamente il nome di aniiperÌQda 
e per ludo, e diremo rispettivamente antiperiodiche e periodiche le 
cifre di cui rimangono costituiti Tuno e Taltro* 

Dividere all' hi fmiio A',A"(C) per un numero ^ vale effettuare suc- 
cessive divisioni» senza mai arrestarsi^ tali che tutte abbian p per 



Stia di A',A"(C) ed 
mero risultante dalli 
cedente la cifra di 
detta divisione pre< 

Bisultato di siifa 
vendo l'uno di sef i 
divisioni, e ponen i 
è stata adoperate 
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^t. .^-1 



m 



è À quando h g^ — 1 primo con p. Supposto tinche C primo con p 
1a (1) dice che il minitna valore di k per cui 

diventa multiplo di jj e X* Per ciò, se n è un divisore di X, diverso 
da Xj il quoziente 



Q = 









1 = — l 



e 






è multiplo di ;>. Abbiamo cioè la congruenza 
f ^«^r = (mod p), 

1 = 

MoUìplicaiido per (Ni^No)^^^t ^o^ ^* intero quakiaaì, abbiamo 



(2) 



Ì= 1 

E (Ni — N,) ^Ht« +- w = (raod p). 
Ma è evidente Feguaglianza 

e sappiamo che Nt^^n (mod p), qualunque sìa t\ dunque la (2) può 

anch'essere scrìtta cosi 



S {n,i + k + i — rin+k) = (mod p) 



ossia 



n n 



i^O 



i^O 



(mod p)* 



Le forme che quest'ultima congruenza assume ordinatamente per 
A: = 0, 1, 2j3, . . ., ne fanno convinti che dei sommatori seguenti, an- 
ch'essi estesi da j==0 ad i ^ -^^ — 1, 

n 



Sn„ ; 



Sria+i ; 



2nu.»i 



il primo è congruo al secondo, questo al terbio, questo al quarto, e 
così via, sempre secondo il modulo p. Ed allora secondo lo stesso 
modulo il primo sarà congruo a quello che gli viener p. es., m posti 
dopo, m essendo un qualsiasi intero ; si ha cioè 



n n 

ì=0 i=0 



(mod p). 



(3) 



Concludiamo ; Se nella serie r» , n , rs , , , , sopprimiamo tutti gli 
elementi aventi indici twn multipli di n, si ha la s^rk 

*"o I *'ii » raii f fin r • • • (*) 



in cui le infinUe somme di — termini coìisecutivi sono tutte eguali fra^ 
loro, a meno di multipli di p. 

Osservazione. - 
e quindi per la (3) 



Osservazione. — Supposto n' divisore di ---^tin' sarà divisore di! 



lid^ 






E COBI resta di mostrato che se nella (4) bì sopprimono tutti gli 
elementi aventi indici non multipli di nn si ha la serie 

To f Ttm', f*2nn% fOnnS - * * 

nella quale le infinite somme dì — } termini consecutivi sono tutte e- 
^ nn 

guali, a meno di multipli di p, E cosi via per n" divisore di ^, per n** 

ftti 



divisore di 



1 



wttV" 



Proprietà del periodo. 
3, Posto 

qi = quoz {Nj ; p) 
siccome abbiam posto 

r, = rest(N,;rì (v. [3]) 

possiamo scrivere 

NA+k = pquk + n+k 
Nk == pqa + Tk . 

Sostituendo nella prima di queste due ultime eg. rie B^ posto del 
suo eguale n+k, moltiplicando la seconda per — g^y e sommando in- 
fine membro a membro abbiamo 



Ni+k — ìiug^y ^ p {gi+k — q)^^y) — ru (g^y — 1) 

Poniamo ancora 

Ni+k — Nh^J' ^ Ci j 



(5J 



qx+k — q^ig^y^-^Qk ; g^^^l^Q; 



= (}\ 



gY~l 

11 Ci è dunque il numero costituito dalle Xy cifre che bisogna scri- 
vere a destra della ridotta Nk per avere la ridotta Nji+k; ossia da X 
gruppi tutti identici a G : esso è indipendente da k ed eguale a CGV 

Il Qt è il numero costituito dalle cifre che bisogna scrivere a destr 
del quoziente gt per avere il quoziente gx+k. 

Sostituendo, la (5) prende la forma 

Ci^pQ^-r^Q. (6) 

da cui ricaveremo conseguenze importanti per ulteriori dimostrazioni* 
Innanzi tutto si noti che p è divisore di G^ ed allora, essendo 
multiplo di p il secondo memoro della (6), abbiamo 

Ci^O (mod p) (7) 



Poniamo adesso C;. =^ pC'i ; la (6) diventa 

donde scende immediatamente la congriietiza 

pG'i ^ pQk (mod G) 
e quindi l'altra 

pCi = pQ^ (mod G). 

Nel caso poi dì p primo col modulo possiamo scrivere 

|)C'i = Qk (mod G). (8) 

(Il segno Ci sta per * sottomultiplo di G ^). 

Si noti infine che, essendo multipli di G'così il primo come il terzo 
termine della (G)j possiamo scrivere 

pQu ^ (mod G') 
e quindi anche 

pQt~0 (modG). 

Nel caso di p primo col modulo sarà anche 

Qfe = (modG). (9) 

(Il segno G' sta per * sottomultiplo di G'„). 

4* Ridi t amando quanto e stato dimostrato al § [L6], possiam dire 
che, spezzato graficamente Qi^^ da destra verso sinistra, in parti die 
cifre Tiina (rultima a sinistra potrà averne anche meno), se si fa la 
somma di queste parti, e poi si opera analogamente su questa per 
avere un altra somma, e così via, sino ad ottenere una somma (la 
indicheremo con 8^,4?) avente non piìi di e cifre, avremo 

Sm = Qic (modi7^™l). (10) 

Ma il modulo ^y*^ — 1 è il massimo numero di e cifre; dunque Sm 
non potrà superarlo. 

Se si sceglie e divisore di yX, §^ — 1 sarà divisore di G^ e quindi, 
nel caso di ^' — 1 primo con p, la (10) può -scriversi, per via della (8), 

Sm^C'a (modp^ — 1) 

Per ^E^^t e /; = ; sì hanno le congruenze 

S,, = CI (mod g'^ - 1) ; Sj.. = G'x (mod g' - 1) 
e quindi 

Su^Sj.. (modi?^-U 

Ma abbiamo osservato sopra che i membri di questa congruenza 
non possono superare il modulo*, deviassero dunque 

Si noti ancora che C\ non dipende da No. 

Concludendo: Se e dimde Xy ed è g*" — 1 primo con p, il numero S^^ 
si mantiene costante al variare di k e di No . 



5. Per ogni coppia di numeri o è e tali che 



r 



risulti diverso 



g-' — l 
da ì, primo con p e divisore di G\ il numero Sii,„'j se ha piU di ^X cifre, 



è graficamente scamponibile in gruppi idmtici fra loro, di e' cifi% jla 

che forma periodica semplice^ 

Difaiti per la {10) si ha 

f Q^^' — 1\ 

SMc" = Qk (mod /'" — !), e quindi Sk.„.^Qk ^mod "^ , _ J ^ 

Ma per la fatta ipotesi ha luogo la (9); dunque 



S,,„* = (mod'P^jj). 



Possiamo per tanto porre Sk.cn* = D 
Siccome Finterò D uoii ha piU di 






ce' — {ce' e' + 1) "}" 1 == e' 

cifre, se rappresentiatno eon D' il gruppo che si ottiene scrìvendogli 
a sinistra gli zeri necessarii (se n'è il caso) perchè esso risulti pro- 
prio di e cifre, e rappresentiamo con V il nuniero che si ottiene 
scrivendo e volto di seguito questo gruppo D'^ abbiamo 



r-1 



= Sj 



'Mfi' • 



Osservaziohb. — Se ?i è divisore di X divei^so da 1 e X, la cop- 
pia n^ Y Bod disili alle condizioni volute purché sia p primo in sé e 
primo con gT^ — !♦ Difatti p^ essendo primo con gr — 1, non dividerà 
(per via di h<CX) il numero g°r^l (v, [3J) e quindi nemmeno il 

quoto y _ 1 1 col quale sarà dunque primo, E poi, per la fatta ipot, 
^— r=r 1 e divisore di ^ — — r-» 



6< Dalle cose dette ai § 2» 3, 4, 5 risulta quanto segue, tieiripo* 
tesi di p primo in se, con gy —1 e con C, e di n divisore di X di- 
verso da 1 e da X. 

Divisa una circonferenza io X parti eguali r numerali i punti di 
divisione^ a partire da uno qualunque, in tm senso o neN altro; scritti 
sui raggi ch<ì vanno ai punti di divisione i successivi resti r^, n, ra» ».m n 
jn modo che sul raggio t-esimo cada il resto n; e scritto sulla cir- 
conferenza, nel senso del movimento delle sfere d'un orologio, il nu- 
mero Qk di Xy cifre in modo che su ciascuna delle X parti cadano 
Y cifre ; 

BO nel piano delta circonferenza ed intorno al suo centro gira ri- 
gido, in un senso o nell'altro, un fascio regolare di ~ raggi, 

a) la somma dei — resti che vengono a trovarsi coniemporaneamente 
il 

wui lati di questo pùliraggh equiangolo si mantiene costante a meno d'un 
muUiplQ di p- 

p) la somma dei — numeri di ny cifre che mngono a trovarsi con- 

temporaneamente negli angoli del detta poliraggio si mantiene costante 



iua iiuu o 

Ni = No (mod p) 

perchè è per ipotesi r 4=^*0; dunque non è 

Ni — No = (modp) 

il che porta, p essendo primo, che Ni — No e p sono primi fra loro, 
per cui la congruenza (11) può anche scriversi 

flf°'' = — 1 (modi?). (12) 

Quadrando, abbiamo 

g^r^l (modp) 
ossia 

Sf2ny_i = o (modp). (13) 

Si noti intanto che non può aversi gy — 1^0 (modp) perchè si 
avrebbero (secondo Io stesso modulo) successivamente le congruenze 
gy^l; g^y^l delle quali la seconda combinata con la (12) darebbe 
1^—1 (mod p), ossia 2^0 (mod p) e noi abbiamo escluso per p il 
valore 2. 

Ciò posto, ricordando che le radici della 

g^y — 1 = (mod p) 

sono multiple di X, la (13) ne avverte che 2n è multiplo di X. Ci ri- 
mane da mostrare che si ha proprio 2n=X. 

Non può essere 2n = . X, perchè sarebbe n = e quindi rn = ro. 
Non può nemmeno essere 2n = 2 . X, perchè sarebbe n = X e quindi 
rn = n=ro, il che contraddice alia ipotesi. Né infine può essere 
2n = ^X con ^>2, perchè sarebbe 

2ti 
ria = rx=^ r© con t < w 
t * 

il che pure è contrario all'ipotesi. Dev'essere dunque 2n = l.X = X. 
IO. Corollario V. — Nel caso di ro = ed ri=*:l, pel teorema 
testé dimostrato, se i primi n elementi della successione 

*'l I ♦'a » • • • > t'n j ^'n-t-1 > • • • 

sono diversi da zero, la congruenza 

Tu = Tn+i + 1 (mod p) 

esprime la condizione necessaria e sufficiente perchè sia X = 2n. 

Si noti che i numeri non nulli r» ed rn+i + 1 non superano p e 
quindi non possono essere congrui secondo p se non sono eguali; ed 
allora si capirà come la congruenza ultima si converta nell'egua- 
glianza 

rn = rn+i + l. 

Dunque: Dato un numero No, anche nullo, multiplo di p, e dato un 
gruppo di cifre C rappresentanti un numero congruo ad 1 secondo il 
numero p, primo in sé, diverso da 2 e primo con g, la condizione ne^ 
ceasaria e sufficiente perchè sia pari (= 2n) il minimo numero di voUe 
che bisogna scrivere C a destra di No per avere un multiplo dt p è che 



t resti 1*1 , Ts i • * * I Vn siano diverbi da 2 Èro, ed tu superi di 1 il resto 
successivo. 

i L CofiOLLAmo 2". — Quando N^^O, C = 1 e X^2«j la diviaione 
parziale, che porge r^Hj ha per dividendo rng + ^i P^'* divisore p © 
per quoziente un numero di una sola cifra, poniamo g. Si ha per tanto 

ruj+l = £p + rn+i 
ma (C l'^) è 

Sostituendo viene 

ru9 + 1 = ep + fv -« 1 
ossia 

ep = Tn {? — !) + 2. 

Dunque nelle fatte ipotesi e per g >^ 3 il resto r^ è il quoziente di 
quello ira t primi g — 1 midtipU di^t che diviso per g— 1 dà per resto 2. 

G. Gal VITTI 
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del 30 maggio 1902 

(BtitTtli dot fT, 2H luglio ed S sflU^tbbre 1903) 



Istntzì0ni relative allMusegnamento delle niateoiatielie. 

I programmi di matematiche debbono venir considerati come indici 
delle materie da insegnarsi nelle varie classi; ogni libertà è lasciata 
al professore di adottare Tordine che gli convenga, di servirsi dei 
metodi che gli sembreranno piii utili agli scolari che dirìge. 

Nel secondo ciclo, gli studi dovendo venir sanzionati daUesame 
di baccalaureato, il professore deve nahualmente esporre tutto quanto 
figura nel programma; nel primo ciclo, egli è libero di ogni preoccupa- 
zione di esame e non ha altra gnida clj© lo sviluppo del propri scolati; 
può quindi, se lo crede utile, trascui'are alcuni punti ed insistere 
maggiormente sulle parti piii accessìbili o piti necessarie agli scolari 
speciali che gli vengono affidati; il programma verrà considerato 
come un massimo; meglio* è per i ragiizzi acquistare cognizioni pre- 
cise poco estese, anziché av^re idee vaghe su argomenti molto sva- 
riati. 

Se e indispensabile lasciale al maestro gran liberta nella scelta 
dei metodi, affinchè il suo insegnamento abbia una certa efficacia, 
occorre però ben precisare lo spirito secondo il quale tale insegna- 
mento deve venire impartito, onde conservargli» nel suo insieme, una 



direzione unica ed evitare che il passaggio da una classe all'altra 
riesca pel ragazzo causa di confusione nei suoi studi. Si chiede dunque 
ai professori di inspirarsi alle seguenti indicazioni circa i programmi 
dei vari' cicli. 

P Ciclo B. 

Bisognerà non dimenticare che gli scolari sono giovani ragazzi, 
alcuni dei quali lasceranno il liceo dopo la Terza; quindi, gli esercizi 
pratici dovranno essere moltiplicati ed estendersi su dati reali e 
non fittizi'; la teoria verrà ridotta a spiegazioni fatte sopra esempi 
concreti, almeno dapprincipio; soltanto poco a poco sarà possibile, 
con grandi precauzioni, abituare gli allievi alle più semplici nozioni 
astratte, mostrando con esempi numerosi la necessità di una defini- 
zione precisa, di un ragionamento puramente logico, insistendo, ove 
occorra, sugli errori che si possono commettere, se si ragioni su 
argomenti mal definiti, su figure i cui elementi e posizione non siano 
stati esattamente determinati. Le raccolte di problemi divertenti for- 
niranno numerosi esempi che colpiranno l'intelligenza degli scolari; 
citiamo, a caso, la dimostrazione dell'uguaglianza di 64 e 65, di un 
angolo retto e di un angolo ottuso, ecc. 

Aritmetica. — Gli studenti debbono venire esercitati al calcolo 
numerico ed alla risoluzione dei problemi la cui soluzione non esige 
artificio alcuno; non vi è scopo, particolarmente, nel domandare ai 
ragazzi di limitarsi ad impiegare soltanto mezzi puramente aritme- 
tici, se l'algebra offre una soluzione semplice ed immediata di una 
quistione. Si insisterà sull'ordine di grandezza dei risultati, richia- 
mando l'attenzione sopra gli errori che il buon senso permette d'evi- 
tare: facendo variare i dati di un problema, sostituendo, per esempio, 
centimetri a metri, si chiederà di prevedere qaale sarà l'ordine di 
grandezza del nuovo risultato, in confronto all'antico; sopratutto bi- 
sogna evitare che l'allievo eseguii^cR macchinalmente dei calcoli, ^enza 
rendersi conta^ continuiLuiente^ della corri spoiuten^a luro colla realtà. 

Il prognininm di conttibilita è stato scorciato e sostituito dnl* 
l'indicazione lìì nozioni sui ealcoli [u alici adoperati nella banca e nel 
commaicio, vi ì^\ eserciteranno gli Btndtintii avendo cura di non operaia 
che 8U dati precisi tolti alle operazioni reali. 

Il professore è invitato a tratttn-e questa parte del programma 
con tanta pìU cura, itkqnantocliè e stata considerevolmente semplifi- 
cata, e questa nozioni possoEio ^ss^re inilispenBabili agli scolari che 
lasciano il liceo od il collegio dopo il primo ciclo. 

La parte teorica è ridotta allo sttidio delTaddizione, della sottra-^ 
zione, delta moltiplicaziono dei numeri iatetl, della ricerca dei carat* 
teri di divisi bili tàt delle i'nizioiu, talo studio compiendosi sopra 
esempi concreti. Tnttavio, non vi ha in ciò niente daBsoloio: se 
uno studente ha la curiosità di rendersi conto del meccanismo dì 



(['onììtìì differenti: mm« sperimentale, appartenente alle scienze fisiche; 
raitra» logica^ appartenente alle vei-ita matematiche; ma, vi sarebbe 
un grave inconveniente nel ijare a quest'ultima una importanza che in 
realtà non ha e nel gettare ì\ diàeredito sulla prima, che, bisogna ben 
ricouosaerlo, è In aola che possediamo, poiché ì principi matematici 
non hanno alcun altro fondamento, aluìeno per gli stndenti. Ciò che 
importerà far risaltare, è Timpertanza del ragionamento logico per 
ridurre al minimum i fatti sperimentuli ; sarebbe facile moltiplicare 
gli esempi; se si coatrutsce irn decagono regolare inscritto, ni con*- 
stata sperimentalmente che è quasi impossìbile chiuderlo; al con* 
trarlo, prèndendo per lato di nn poligono regolare la metà del lato 
del triangolo equilatero, si ottiene sensibilmente un eptagono rego- 
lare ; se si misura la somma degli angoli di un triangolo, si trovano 
numeri vicini a 180^ ecc. Questi esempi dimostrano che lesperienza 
fa presentire una verità, ma non basta a farla conoscere in modo 
preciso; se è dunque possibile, coll'aiuto di un ragionamento logico, 
metter questa verità in evidenza o d'infirmare ciò che sembrava dare 
l'esperienza, vi è molto vantaggio nel farlo; è ugualmente opportuno 
far risaltare Fin ter esse pratico presentato dal metodo puramente lo« 
gieo, insistendo sul Ta ve re es^so fatto scomparire ogni incertezza nei 
reso 1 Ulti. Si sarà cosi preparato lo studio della geometi ia, che vena 
fatto nel secondo ciclo, in cut gli allievi avvertiti non si stupiranno 
delia mirmta cura eolla quale vengono dimostrati i minimi teoremi. 

Un costitute rìchLamo alla noziorte del moto sernbra debba facili^ 
tare riuseguamento della geometria; così il parallelismo verrà legato 
alla imzione sperimentale di traslazioue, e lo studio delie rette e piani 
perpL'Jidicohiri risulterà dulia rotazione; l'idea d'uguaglianza sarà le- 
gata a quella del trasporto delle figure, che verrà precipata introdu- 
cendo la uozioiie tanto semplice d'orientamento. 

11 di seguo è chiamato a rappiesentart- una parte importante nel- 
riuseguaruento delhi gometria così concepito; si dovranno fare ese- 
guire bene esattamente le costruzioni indÌL-ate nel corso e mescolare 
intimamente il calcolo alle misure direttamente effettuate. E special- 
mente in Terza che si potranno interessare ^li allievi, facendo loro 
eseguire disegni semplicissimi relativi alle ombre e sezioni piane; 
non sarebbe il caso di indicare i metodi generali della geometria de- 
scrittiva o della geometrìa quotata: ogni quistiojie dovrà venire stu- 
diata in se stessa, e ringegjiosità dell'allievo potrà venire esercitata 
colla ricerca dei modi piìi atti a dare la soluzione del problema; 
dovrà servirsi dei piii imporUmti teoremi del corso e giudicherà cosi 
della loro utilità* Nulla impedirà di far costruire il corpo rappre- 
sentato dal disegno, di calcolarne gli elementi, poi di misurarli me- 
diante il disegno o sul corpo stesso: il confronto dei vari risultati 
permeiteth di apprezzare il valore d'ogni procedimento. 



della sviluppo eli© può <Jai'e al proprio corso; rìmportarite è che formi 
allievi elie possano c]apiì-e le tna tematiche; non occorre che ne sap- 
piano molto; ciò che e imiispenaabileT è che fibbiano compreso i prin- 
cipi^ e sinno abìtiiati ul ragiona mento logico. 

^ Culo C € D, 

I programmi del secondo cielo scientifico sono stati coneepiti in 
modo da permettere agli scolari che entrano a Matematiche A b B 
di possedere a fondo gli elementi di geometria, d'algebra e di tri- 
gonometria. 

La forma da darsi al Ti nsegn amento è quella adottata attualmeute, 
gli stilli i fatti nel priiuo ciclo avendo preparato gli scolari a ricevere 
un innegnamento logico ; non si dimeiktichera che aolo facendo nume- 
rosi esercizi ^i abituano gli allievi a servirsi con sicurezza degli ele- 
menti di cui dispongono. 

Sarà bene far lisaltnre i legami ìntimi tra le varie parti del corso» 
tenendo di pari passo la [larte algebrica o quella geometrica; non vi 
ha inconveniente alcuno neirintrodnrre le relazioni trigonometriche 
nelle dimos ti azioni geometriche, nelTntiliziiartì per ta determinazione 
dei volumi il metodo infinitesimale, che si può pre.'tentare con ogni 
rigore nei casii semplici. 

Mat^tìiatiehfì A e B, 



In Ma te uniti che A % B, il professore non dovrà far corsi sulle 
materie già scorile nelle elassi di Second^t e Primn, in algebra, trigo- 
nometria, geometria e geometria dt^serittivu : ma dovrà accertai'si, 
con iiiterrogazioni metodiche ed esercizi, che tutti gli allievi le studino 
e le posKeggano, 

Specinhneiiie, sarebbe interessante rioni rt* in geometria tutto 
quanto è descrittivo, poi tutto quanto è metrico, avvicinando lo 
studio delio spuzio a quello del piano; ciò non presenterebbe difli* 
colta alcuna a ^.tadenti che hanno già fatto un primo studio della 
geometria ed aviebbe il vantaggio di aggruppare i fatti simili, pre- 
sentando così lina veduta d'insiente, senza la quale resta ben difficile 
coordinare le idt^e. 

Occorre appena insistere sull'importanza da darsi agli esercizi' 
pratici, quali rilevamento di piani, esecnzione di disegni; solo facen- 
done una gran quantità, lo studente riterrà la geometria descrittiva e 
vi pKHuleià interesse. 

In meccanica, non verrà sollevata difficoltà alcuna sui principi; 
j[ principio doli* indipendenza degli effetti d^^lle forze potrà venir 
l'iéotio H qjiesto che, se parecchie forze agiscono in un momento 



die vorieiMitH» fiic^isàe nascere in qualclm letto ro il desiderio di occDpftraì tm pò* 
di qn<?iiti àttidi» fra m>i, purtroppo* tiaacurjitiaiiimì D. 

L'upi^Lii ù div'iaa in cinque capitoli, seguiti da un avarinta e Abbondante ifte- 
eotta dì ntìlì esetcizì. 

Il primo capitola contiene le definizioni fondiirnentalì ; oppuHtini esempi na mi- 
rici & oppoi'tunisaimo rappresentazioni gtatìcJìe i:biiiL'iiiCuiio queste detìnisiocii e le 
fissano nella mente del ìi^Uore. Il capitolo finisce 4^01 due noti teoremi \}\, cUe 
fltabì lisca no le relazioni fra Terrore relativo e il num<^ro delle cifre esatte. A pro- 
posito di quf^t^te detini spioni, ci aia permesso ins^is^tore $$opra i yantaggi che derl- 
verobbeto dalla defìnl^mne di ordine di nna cifra decimale, altra voìt» da noi 
atesst raccomandata (^), resposizione del In teoria delle njipi ussiinas^ioni snrebbe 
sensibilmente semp liticata e facilitata, poiché, p. es»,, sarebbe niolto più ^^c^mplice 
e più chiaro il dire che due cifre sono de^;]! ordini + 3 e — 2, anziché l1 dire 
cbe aono rispetti vilmente de] (erzu ordine, e del aecundo ordine decimale (§ 3). 
Aggiungiamo anche che sarebbe bene, qni e in seguito, considerare fra gli «ìs^empf 
il caso in cui Terrore derivi dairarrotoudameuto delTultium cifra, pefebè questo 
caso, iti pratim, ^l preseula frequentissinvamentc. 

Nel secondo capitolo si ris^olvo il primo dei due problemi che ai eonsid^rano 
nella teorìa in diai'or&o, e cìoét n^onoifceniio i luniti' suft^i tori tfé^ti éVt*ùri (t$a&luti 
di alcuni nttmiri, trovarf nn ltmi(f^ suptrioré detl*fi*rore itx^Qluto i/*«^ viMuitaio di 
un calcola da é^éf^Htt'si sui tt urne ri stessi Si comincia coi teoremi cbe danno gli 
errori assoluti dei risultati delle operazioni fondamentnti, tino alla estrazione di 
radice cubica: il teorema rolativo al prodotto è esteito a un numero qualunque di 
fattori, e le dimostrazioni sono molto detta;j;Iiate Ifnràé troppo^ e ciò per una ra* 
gione che vedremo poi). Seguono alcuni eaenipT nunìerìci; e a quelli che non aann 
afmpUci (che richiedono cioè più di una operazioite) TA., molto giustamente e molta 
opportunamente, cerca di dare una diapoaizione amilo^a a quella che il GuYOti 
da solo per ìa riaolnzione del secondo problema. Si ripetono poscia tutte le stease 
con&iderazioivi per i due ca^ì in cui, invece del Terrore assoluto, si voglia cono* 
scere Terrore relativo, oppure il numero delle cifre t-satte» 

Nel terzo cnpitolo sì risolve il secondo dei probltvmr ncvennati, e ciao» eaiealm'e 
c&n un ervm'€ ttssaiuto in ferini' e a \tn numero dalQ min es^iressioTtf num erica data 
(nella ipotesi, ben s'intende, cbe ì numeri sui quali aì deve operare si abbiano 



\i] E dò pereh^ n&ll« tiD»tr« a(!ool« nttn «i parla afraitù di queMtì ÉtnttAriaiita argomento; 
aiRàtre, eTidonteùieiite, la aua coDoacetiia h ìDdÌApanaabtld prr c^olpro, « scmid i pìlip i quttiì aitiifianD 
la ntAtéinatkft aok per ni^tiSkAfin poi Min Iniìiffttitfia, allA N^twigfriian^^ nlln BalttHi^a, nUsk ^■Tr»' 
nomim,*., E par questo thn, jiocfair quando ni tratta di applìnaiioiii innuiiricbti aemiiUcJftSJme* i 
gloTooL atudìoal praca(]Qitt> aenia critarì fisai « rnjijDonlù ^ aplDg&oo talvolta j rìaulUti a una 
approaslmiutoiie, non scio mueorìii, ni4 ^ddirìttiira puttrìLe. 

In Fratifìla la taoria Attila approdai max io ni tiomvrirha in rlchìmtiix per rammiasìone a titits la 
aeiiol«i pratieb«i con») la Scuoia d'Ai'U * Mtaiteri, la Settata ^ttvaté^,,, ci i (.'aiidìdatl devono Haptr 
Tf«ol>r»r» dvi probi orni di qaitetiD tipo : * Indicando eoa a e h V ìpot^nosa e un cateto dì un trianr- 

* golo rattADgolf». si ba a 7^" e b — 32» coH* appr»Beimùlcino di i}'^.t ò di 0»,1 rispeittlVAmeDta; 

* ean qaale appi-ooBlnrnflQaa ni può ottanerm l'angolo oppoaÈo a /^? , (S. K, llSlfl!^ ^ Le di^«nfeioni 

* di un troQCa di cono, approssimate per «caesao. aono ; raiigì dalle ba^f tà^.^ e ^».L atteua b^,9; 

* li de-manda ifan quale ippronaim azione eotnnne biaogfia miao rare qttpsta dìmenHìo»), per p«l«roe 

* dedurrti il volume dol trontru stea&a coti a approaBimasittne djl" ^\ Ed liia h gìuatamante rìdtkata 
ancha da coloro cbc, neiraltipio filino della acuolfl ■etoi^jaxia. liatoio preferìU la «la«a« di Jfol^ 
maiìea a «luello di Fihutofla, 

FùTchh non al pub fare altrettanto in lulU, Bp^oialment» da^ le ni ocfi fi <? Anioni portate nel 
pn?|rraminf dei Ueei eolla legge d«t Novembre 190IT A noi para eh e ai giova i^i die ai preparano alla 
atudio delle matematiche appllf^ale, aarehbe molto piìi utile Jnsegiiare eonip iti debliaiiu ««egnifelé 
vnlioario operazioni ani nameri elie ai preapotano ui pratica, antiche iflaogniiT lorù fin terna etMM) 
I complementi della iaojìa dei numeri primi 

{i) Veggaat ViciHinEf Thdoytr ffirìét-aU Am appr^ximatiaA* HUffi^riiìH*^. (Ed. MaUet-Bachelìer, 
Paria, ISM): h ropera più eataaa auirargoment«« da eaaa faa&no poi attinta tutti i compilatori. 
Boto quaraiiVjUiuf dop^ U eua pubblica^ioue Ja teorin delie approiatmaiEicìDi Ita subito una impor- 
tante modlflcadonci, e eiì> nel lavoro, giJk ae regnato, del Com,** Gfvoc. 

V'J Veggaai Snll'ui*4ÌHé dtllt iifié di uh nttméra tleclmalt. * pedodii-o di Hatamatìc* ,, Anno X 
fase. L FraleaampliaeaEitìni derivanti da queata deaniiiono abbiamo ripetuUmenta epperìmeiitat» 
eaaere utìllnHiDia quella ebe riguarda la divlaione fra due numoii ifctimalL Coa\, p. eaw, dovanda 
dividero rj,0fietL'ii;i7a jiMjr B27,3, oppure 5853,8 per *>.<yàl, ai vede aubito, eeiti'àltrD, cbe la prima dfi*a 
del quoziente n«L prima eaao (^) ^ dell'ordina — Q, e nel ae^ond» «aat» (2) h delVordine + 5. Dalla 
^Hfmeiim m kkni^i> luvoao diverse ragole.^ nou af^mpr« aBiuplki uh aempr» elttaré, tAiito «rb« li 
laro apjjikazioij^, ù jjampre peo^^sa «4 h apesso causa di iocertoiza e di errori* 



SI |>o&!3auù cnicomre ciiuti approssiinaEioiie cue si irovn essere uecessaim). Ijo 
svolgi meli t<i dì questo capitolo è ìdèsitìco a quelli? del preceiìeiit© eiì è minuziosa- 
Ttn»nte accurato. Una prova di questa irìinuiìosa cura ai li a rrell "ultimo §. duve eì 
coiisìdeiji ropei-ft^ìone. che vende rai^Jonale il d^tioiinnaiote di una ft-azìonep dal 
puui» di viaÌA dei calcoli appro»9Ìmari ; « si osserva, per &&,, che sarebbe danuoaOp 
anziché vantaggi oao^ fioatituire la seconda alla prima dello due espreaaiotil 



1 + V 



{1 -f V'2 ) V'^ 



Il quarto capitolo contiene te note regole per le operascìoui abbreviate (tuoi* 
tipllcnzione, dìvÌHÌoiic, eatrazione di radice quadrata e anche estrazione di radice 
cubica): vì notiamo solo che il ragioimmento che segue gli esempi della molli- 
plidàKÌone e della di visitine, è piuttosto una giusiifìcazhnt della regola, au^EÌchè 
(come dice TA ) una dìmùstrmionf (M- 

L'ultimo capitolo ò forse quello che è meno pre^ievoie. L^A. comincia coli'ac- 
cenuare alla semplicità, cba ei potrebbe latrodiirre m molte dimostras^ioni colla 
con^ldeinzìone dei numeri negativi; e ciò perchi^ egli ha vulnto serbare ai quHtti'o 
capitoli precedenti un carattere strettamente aritmetico. Ma n noi pare che questo 
procedimento sìa inutile e danuoso; inutile perché U teorìa didle approssiuiazionì 
non si impegna certo a chi non conosce gli elementi Ó&ÌV Alf^rbt'ft {^), dannoso, 
perchè in qualche punto richiede delle prolissi t a, le quali (come già accennammo 
parlando del f^econdo capitolo) nuòcciono alla chiarezza. Seguo l*esposizìoue, in 
forma generale, del metodo del GtiYou: e qui crediamo che sarebbe opportuno un 
maggiore Siviluppo^ specialmente per ciò che riguarda la ^olussione del seco&do 
problema. 

Concludendo però^ diremo che il lavoro del eig« Fassbinper è semplice, chiaro 
ed elementare, e che, se vi fossero introdotta) lo poche e leggiere modificazioni 
accennate, noti lascierebbe a desiderare di meglio. G. Pvsgi. 

Sammlung GUsóJien, — Leipzig, - N, 41, Mahlee» Ebene Gsomeirie. — 
N. 72, DoEHLEMANK, Frojektive Geometrie. 

La collezione Gilschen ha molta analogia con rottìma raccolta dei manuali 
Hoepli e con la biblioteca degli studenti del Giusti, Si compone di volumetti 
di 160 a 200 pagine, elegantemente legati in tela al prezzo di SO pfennig (L. 1); 
in ciascuno dei quali si trova una rapida, chiara e facilmente intelligibile espod- 
zione delle parti fondamentali di una data scienza o di una parte di essa, in guisa 
da servirò come ottimo avviamento allo studio di opere piìi voluminose e perfette. 

La collezione è prossima ad avere 300 volumi^ dei quali una quarantina si 
riferiscono alle matematiche. 

Abbiamo aott' occhio la 4* edizione della geometria piana e la 3* edizione delta 
geometria proiettiva, recentemente pubblicate. 



(t) A pre|HDsite» doli A ie«rì« dullA Mppt&w\mvt\tììii iium«rfe1ie a delle bp«ri.i{ont abbrflTÌsia, m 
DOl pare eli b, per 1a pinti», aar^btio moU» necAMìiria fonBidflrara indie quest^iiltra questlan»: 
eononetniio t'appnmìtimntiànf àti àutir i» <^A# ipò^o 9Ì d4h}^niì rivgKfr* l# ordinari* npttrtixittHi p*r non 
itrHvttre, nei ritniiatt, a tinhtpprit*niinnuiang UltitotHtif Queste pl^{9't)lentll^ »i pnb QH^^rvArd^. o impM- 
citimento compreso nel priiuo del duo problemi foitdiimentAll; ma a noi pura tnnto ini portante. 
Cbu (ìoTrebbff eftfteie studmto a so, e ebe le neoipUd regol«, che. liei ciibl ordinm j, si possoda tro- 
vare por U au« Bolu&liìno, dovrebbero coitiiuiro un «"apìtcìlo^ éflVJiiffntticeipnttif^. N«ì eaao In cfii 
gli «irrori dio ntretUno i dati ainuo quelli aolUnto eby Jeriviitio dalr Arrotondamento deU'ultinift 
etf^A tebtì e 11 «aao piti frequenta e rI quale ai poateuiD rìcoudurro tutti (e; Il altri) d(;iniu<» già. noi 
itaa&l, deltfl regola per lo quattro opt^rAsiooì foridisimcritnli <> Jo applk^immo alle opcirat^ìool ooe0i> 
renti per l'ordlnirlA inUrpolAitìane {SuU* ùpérn^i^ni fra mtmsri tUcimtiii appriutimtiti . . . " Periodico 
di idjLtetnaticiL ,. Voi. XIX fate, VI « VoL XX^ fiiBr^ I e ITlt FAecJamo iiotnro «he p^r r;ipplii«juÌoaa 
di queste tioAirtì re^«l« non occorre AffAtta eaegulre lo operauotii ìu Diodo dlvorao dal solito imeao. 
nella molti fili e azion^^, rinvoraione dell^ordiue 4eì prodotti parziali; mvenic^ne cba a1 può Begujra 
anche néWArttmftictt IClemmlart {v, Baltzbs) e che^ del fvatOt tutti fanoD quando fl»e|piÌiid^ono ìa. 
ÌDtorpo]a;.ìona «firatt* in nnn tavola losATittoo-trtgoiiDmetrLPaK areiite le ao^te l^voliitte auslllam); 
e quefttd et paro un Taritaggio notevole, che la rafale per le opermioni abbreviate aone poco «lasi-' 
pliei, a (se non al ha l'oe^aaiono di appliearìe apeaaa) si dimentìcAiio fseilmotite. 

(s) Se eos\ f«ssa. non ai potroi^be fieppura ndotta^re VaceatiriAta doilnl^iaiie generale di erdln» 
di nna dfra decimalo; ma oos^ non h a reBii.me dei programmi delta scuole fraureai ca lo lia dì- 
moitrAto. 



a due colori; in nero le linee fondamentali, in rosso le secondarie. Questa dispo- 
sizione rende le figure molto chiare e nitide; ma non è senza inconvenienti. 

Infatti talvolta la sovrapposizione non ò perfetta ed allora la chiarezza spa- 
risce ; questo inconveniente sembra si sia manifestato maggiormente nelle figure 
più complesse della geometria proiettiva, poiché nella 3* edizione di questo trat- 
tatello si è stimato conveniente ritornare al vecchio sistema e stampare le figure 
soltanto in nero. 

Per dare un' idea del contenuto, riportiamo sommariamente Tindice delle due 
operette. 

Mahlbr - Ebene Geometrie. 

ì. Sezione: Simmetria e congruenza. — Cap. I. Il circolo - Luoghi geometrici. — 
II. L'angolo. — 111. Delle figure in generale. — IV. Simmetria centrale — V. Sim- 
metria assiale. — VI. Congruenza. — VII. Il parallelogrammo ed il trapezio. — 
Vili. Il circolo. — IX. Poligoni regolari. — a. Equivalenza. 

II. Sezione: Similitudine — Cap. XI. Segmenti proporzionali determinati da 
parallele. —XII. Segmenti proporzionali determinati da trasversali. — XIll. Simili- 
tudine dei poligoni. — XIV. Misura delle figure rettilinee. — XV. Misura del circolo. 

IH. Sezione: Problemi geometrici. — Cap. XVI. Natura dei problemi e modo 
di trattarli. 

DoEHLiifANN - Projektive Geometrie 

I. Sezione: Relazioni prospettive delle forme fondamentali. — II: Forme ar- 
moniche. — III: Le relazioni proiettive delle forme di prima specie. — IV: Re- 
lazioni proiettive sullo stesso sostegno. — V: La conica generata da forme proiet- 
tive fondamentali di prima specie. — VI: La teoria delle polari rispetto ad una 
conica. — VII: Le superficie coniche e rigate di second'ordinu determinate da 
forme proiettive. 

Laisant. — Initiation mathénatique. Ouvrage étranger a tout pro- 
gramme dédié aux amia de Tenfance. Genève, Georg — Paris, 
Hachette — 1906. 

* Coloro per i quali la parola ' istruire , è sinonimo d' " annoiare , e talvolta 

* di * torturare « sono veri malfattori pubblici. È tempo che il loro dominio ne- 

* fasto prenda fine ,. Con queste parole l'illustre autore esprime il concetto che 
l'ha guidato nel comporre quest'aureo libretto, nel quale egli ha raccolto una 
grande quantità di cognizioni matematiche, apparentemente disparate, ma in realtà 
collegate da un filo logico, scelto con molto acume, alle quali gli educatori del- 
l'infanzia potranno attingere largamente per istruire i bambini, divertendoli, e per 
fare germogliare nei loro giovani cervelli, senza alcuno sforzo, i germi di nozioni 
matematiche assai elevate. 

Soprattutto, dice l'A. ai maestri, procurate di divertire il fanciullo, non gli fate 
imparar nulla a memoria^ e a 11 anni, se è d'intelligenza media, comprenderà le 
matematiche meglio che i nove decimi dei nostri baccellieri. Quel che più inte- 
ressa si è che egli ci avrà preso gusto e avrà piacere a intraprenderne lo studio. 

Non si creda con questo che il nnovo libro del Laisant sìa da confondersi 
con uno dei molti libri, alcuni anche ottimi, di ricreazioni matematiche che già 
esistono. Questi richiedono di solito una discreta cultura matematica precedente, e 
applicano tali nozioni alla risoluzione di quistioni divertenti. Invece in quello sono 
raccolte con molta diligenza delle quistioni dilettevoli, che vengono adoperate come 
mezzo pedagogico per destare la curiosità dei bambini e fare entrare nelle loro 
menti i germi di molte cognizioni matematiche, alcuna delle quali assai elevate. 

Con quali mezzi il Laisant abbia raggiunto lo scopo sarebbe troppo lungo dire 
qui ; ci limiteremo a dire che tutti i rami della matematica sono stati messi a 
contribuzione, che il libro è scritto con molta semplicità e spigliatezza, che invo- 
gliano a leggere; e ad esprimere il voto che tutti coloro che si sono dedicati 
all'educazione e all'istruzione dell'infanzia, lo meditino per il bene dei bambini 
affidati alle loro cure. E. 

Giulio Lazzbri — Direttore-responsabile 
Finito di sUmiMure U 24 sprUe 1006 
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Non si fanno altro che abbonamenti annui decorrenti dal 1^ lu- 
glio al 30 giugno dell'anno successivo. 

Per accordi presi col Presidente dell'Associazione " Mathesis „ i 
signori soci di quest'Associazione potranno avere l'abbonamento al 
Periodico di Matematica al prezzo di L. 6 (in aggiunta alla quota 
sociale, pure di L. 6), pagato anticipatamente al Segretario dell'Asso- 
ciazione, prof. Gaetano Riboni, Via Vittoria 53, Milano. 
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Presso la Sig.™ PIA PADERNI ved. LUGLI, via Agostino De- 

pretis IL 86, Roma, trovansi vendibili, legate in volumi, le serie 
complete del Periodico^ dal 1** a tutto il 10*' anno al prezzo ridotto di 
Lire 50 all'interno e di Franehi fiO in oro, per gli Stati dell'Unione 
Postale; e le annate complete separate, pure rilegate in volumi dal 
3" al 10® anno, nonché i fascicoli sciolti dei suddetti anni^ a prezzi da 
convenirsi. 

Le annate dalla 11* alla 20** (1896-1905) del Periodico di Mafemntica 
si trovano in vendita presso la direzione al prezzo di L. 6 per l'in- 
terno e di L. 7 per l'estero, le prime tre, e di L, 8 per l'interno e 
L. 9 per l'estero le altre. 



dell'Esposizione Internazionale di Milano 1906 



Per iniziativa del noto periodico, // Monitore Tecnico, e sotto i 
suoi auspici, la Società Editrice Tecnico-Scientifica di Milano pub- 
blicherà una apposita Rivista illustrata dell' Esposizione, la quale 
sarà edita fra il maggio ed il dicembre di quest'anno sotto il ti- 
tolo speciale di: Rassegna Tecnica dell'Esposizione Internayfo- 
naie di Milano 1906. 

Tale pubblicazione comprenderà almeno venti fascicoli, cia- 
scuno circa di quaranta pagine di testo nel formato di cent. 21 X 31 
tutti riccamente illustrati " còlla riproduzione di nitidi dise^i^i e 
di interessanti fotografie e con copertina artistica policroma, ri- 
producente un geniale disegno -del Dudovich. 

Ciascun &scicolo sarà dedicato ad una determinata specialità 
della mostra e costituirà come una speciale monografia a sé, mentre 
il complesso dei vari fascicoli costituirà una rassegna tecnica .armo- 
nica e completa della importante manifestazione artistica ed indu- 
striale. 

Detta Rassegna tratterà i seguenti punti principali: 

Per la parte descrittiva generale dell'Esposizione: Cenni generali 
sulla Mostra — Gli Edifici della Esposizione dal lato costruttivo 
ed architettonico — Galleria del Sempione — Impianti tecnici 
generali dell'Esposizione. 

Per la parte descrittiva delle singole mostre: Strade ordinarie — 
Automobilismo e Ciclismo — Strade "Ferrate (Corpo stradale - Ar- 
mamento e Segnali) — Materiale mobile ferroviario — Trazione 
elettrica ferroviaria e tramviaria — Tramvie e ferrovie speciali — 
Legislazione, amministrazione ed economia ferroviaria — Areo- 
nautica — Telegrafia — Telefonia — Nave mercantile e Nave da 
guerra (Costruzione della nave - Impianti e servizi speciali - Appa- 
recchi motori) — Costruzione, impianti ed arredamenti portuali — 
Fari — Segnalazioni marittime — Navigazione fluviale — Archi- 
tettura — Arte decorativa — Igiene — Assistenza — Previdenza 

— Galleria del lavoro — Agraria — Industria e macchine agricole 

— Bonifiche? e irrigazione -^ Metrologia — Mostre diverse e tem- 
poranee — Varietà — Concorsi e Congressi tecnici. 

Per tale pubblicazione il Monitore Tecnico si è assicurata la 
collaborazione di una eletta schiera di tecnici, i quali si occupe- 
ranno di trattare le diverse materie comprese nei successivi fasci- 
coli suddividendosi il lavoro in rapporto alla particolare eompe^nza 
di ciascuno nei . vari rami di tecnicismo speciale ; e i nomj di 
questi collaboratori costituiscono la garanzia migliore del valore 
tecnico-scientifico che la nuova pubblicazione dovrà radunare. 

I venti fascicoli saranno posti separatamente in vendita al 

prezzo di almeno L. 1,60 cadauno — . prezzo che potrà aumentare 

per i fascicoli di maggior mole — e l'abbonamento al complesso 

dei venti fascicoli viene aperto al prezzo di L. 20 nel Regno e 

L. 26 per /'estero. 
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SEZIONI co:NriciiE 

(Continuazione e fine v. fase, precedente) 



L'iperboloide di rotazione ad una falda. 

43. Siano d, u due rette sghembe invariabilmente collegate fra 
loro, ed imaginiamo che la u ruoti compiendo un intero giro at- 
torno a d. Essa genera una superfice ohe si chiama iperboloide di 
rotazione ad una falda. 

Sia DU il segmento perpendicolare in D a d ed in U ad w, 
e V la retta simmetrica di u rispetto al piano dU. Ogni piano twj 
perpendicolare a d taglia d, w, v in tre punti Dj, Ui, Vj; e per la 
simmetria delle rette w, v si ha DiUi = DiVi, e quindi Ui, Vi ap- 
partengono ad uno stesso circolo di centro Dj. Ciò prova che le 
due rette w, v rotando attorno a d generano la medesima superficie. 
È poi manifesto che le due rette m, v hanno per proiezione sul 
piano u perpendicolare in D alla d la stessa tangente al circolo 
che ha per raggio DU. 

In seguito a queste considerazioni 
si può stabilire la seguente 

Definizione. — Chiamasi iperboloide 
di rotazione ad una faida il luogo delle rette 
xxy V che hanno per proiezione sopra un 
piano 7c le tangenti di un circolo e, fanno 
con tale proiezione un angolo costante e 
incontrano il suddetto circolo. Il circolo e 
si chiama circolo di gola delV iperboloide; 
le rette u, v si dicono generatrici e la retta d 
perpendicolare a n nel centro di e si dice 
asse dell'iperboloide. 

Da questa definizione discendono i seguenti 

Teoremi — 1^. Ogni piano tui perpendicolare all'asse d taglia 
Tìperholoide secondo un circolo^ il cui raggio cresce col crescere della 
distanza di n^ dal piano del circolo di gola. 




Fig. 32. 



•i4". rer ogni punto ael circolo di gola passano due generatrtct del- 
l'iperboloide. 

3®. Le generatrici dell'iperboloide si possono aggruppare in due 
sistemi u,, Vi. Due generatrici dello stesso sistema non s'incontrano, due 
generatrici di diverso sistema s'incontrano. 

Sieno Al, A2, due punti del circolo di gola, aj, Og le tangenti 
ad esso in due punti : p la perpendicolare a % nel punto aia^, «i, fi 
le generatrici che passano per Ai e «9, r^ le generatrici che pas- 
sano Ag. Essendo queste quattro genemtrici egualmente inclinate 
8tL %y 1 quattro trilateri UiU^p, t?i«ijj, ^3^^? ^^^p sono eguali ; ed 
essendo due di questi trilateri da una parte e due dall'alti^ del 
piano TT, una generatrice u^ dovrà incontrare una generatrice r,, 
ma non la u^ e t\ dovrà incontrare la Wg ma non la Vg. 

4*, Due generatrici di diverso sistema giacciono in un piano. 

6^. Per ogni punto P di una generatrice u di un sistema passa 
una generatrice y dell'altro sistema. 

Infatti la retta simmetrica di u rispetto al piano dP è eviden- 
temente una generatrice r, 

6°. fu ogni piano che contiene una generatrice u di un sistema 
giace una retta v dell'altro sìjitema^ 

Infatti un piano q contenente una generatrice u deve tagliare 
il piano n secondo una retta che passa per il punto A d'incontro 
di u col circolo di gola e, e quindi deve tagliare e in un altro 
pxinto A' o essere tangente a e. Nel primo caso per A' deve pas- 
sare una generatrice v* che incontrando u deve giacere in 5; nel 
secondo ca^o <j è il piano proiettante di w su tt, e deve contenere 
anche la e che passa per A. 

44, Teoeema. — Opù retta che non sia una generatrice ha in 

comune colV iperboloide due^ uno nessun punto. 

Sia r una retta che non sia una generatrice deir iperboloide- 
Se essa incontra in P una generatrice u, il piano ru deve conte- 
nere una generatrice r deiraltro sistema^ la quale perciò incontra u 
in un punto P', che può essere coincidente con P o distinta) da P* 
Se questo punto coincide con P^ la r non può avere altri punti 
comuni con la superficie, perchè se ne avesse un altro F' dovrebbero 
per P" passare una retta u ed una v, che incontrando t7 ed « ri- 
spettivamente giacerebbero nel piano »if, il che è assurdo. Se F è 
distinto da P, la r incontra V iperboloide in questi due punti, e non 
può incontrarlo in altri, perchè se esistesse un terzo punto d'in- 
contro P''^ la generatrice v* condotta per P" incontrando la u gia- 
cerebbe Ì2|_ ru, e quindi incontrerebbe anche la r; e ciò è assurdo. 



^ 





Si possono poi avere rette che non mcoiitrauo la superficie» Ne 
è un esempio ogni retta di iz esterna al citxjolo di gola. 

Definizione. — Ogni rettu che incontra ViperboMde in un sol 
punta ni dice tangente ad esso. 

CoRor.LARL — 1^, Il luogo delle taìtgenti in un jninto ad un ìper- 
bohide è il piano delle dtie generatrici che passano per quel punto ^ e 
si dice piano tangente in quel punto, 

2". Ogììi pinna che contiene una generatrice è tangente alViper- 
bolmde. 

45. Teorema. — Un iperboloide si può imaginare come luogo dalle 
rette che si appoggiano a tre sue generatrici di un sistema. 

Siano Uij Wg, t/g tre generatrici di un sistema deir iperboloide. 
Ogni generatrice v dell'altro sistema deve incontrare %, u^j i^. 
Viceversa per ogni punto Pi di «i passa una sola retta (interse- 
zione dei piani Pw^j Pt/3) che incontra le «3, 1/3 ed è la generatrice v 
che passa per P. 

46. Teorema, — Esistono due sfere Ì7tscritte neW iperboloide (cioè 
tangenti a tutte le sue generatrici) e ad un piano dato 7: non paral- 
ìeìe all'asse. 

Sia d' la proiezione delibasse d dell' iperboloide sul piano dato ir, 
A lino dei punti d'incontro di d' coli' iperboloide, u una delle 
generatrici passanti per A. I piani perpendicolari al piano du 
condotti per le bisettrici degli angoli delle rette d', u costituiscono 
il luogo dei punti equidistanti da queste rette e tagliano d in 
due punti C^ Ca rispettivamente, pure equidistanti da d\ i/; perciò 
le sfere di centro Cj o C^ e di raggio eguale alla distanza di questo 
punto da rf' e da t* sono tangenti a d' (e quindi al piano %) e alla 
generatrice u. Ne risulta che esse sono tangenti anche a tutte le 
generatrici del sistema di tt e per mgioni di simmetria anche a 
quelle dell'altro sistema. 



47. Teorema. — La sezione 2i^odotta in un iperboloide da un 
piano K non parallela} all'asse è uìm ellisse od una iperbol'ef che ha 
per fuochi i punti di contatto di k colle sfere inscritte nelV Iperboloide 
e tangenti a Kj ed ha per direttrici le rette d* intersezione di k coi 
piani dei circoli di contatto delle sfere suddette coli' iperboloide. 

1^, Siano Fi, F3 i punti di contatto delle sfere suddette Si, S, 
con 71, P un punto qualunque della sezione prodotta da n nelP iper- 
boloide^ Qu Qa i punti d'incontro della generatrice li dell' iperbo- 



Ioide, condotta per P, coi due circoli di contatto delle sfere Sj, S» 
coir iperboloide. 

Poiché i segmenti tangenti condotti da un punto ad una sfera 
sono eguali, si ha 

PFx = PQ., PF, = PQ„ 
e quindi 

PFi ± PF, = PQi ± PQa = QjQ,, 

dove s' intende preso il segno +0 — secondo che P è intemo o 
esterno al segmento QiQg. 

Dunque la sezione è un ellisse o un iperbole poiché il seg- 
mento QiQ« è costante al variare di P sulla curva. 

2^ Siano Yi, Ya i piani paralleli condotti per i circoli di con- 
tatto di 81,89 coir iperboloide, a il piano condotto per l'asse per- 
pendicolare a 7C e poniamo Yi^ = ^i> Y«^ = ^aj adj = Di, 0^2 = Dg. 
Tracciamo anche per il punto P il piano y parallelo a Yu Y« ® 
sia H = Ya^- 

Chiamando 5i, 5/ le distanze di P dal fuoco Fi e dalla retta di, 
si ha, 5i = PFi = PQi, 5'i = HDi . 

Si ha dunque (per il teor. di Talete) 

Si _ PQi _ Q1Q2 
5'i "" HDi "■ DjDa ' 

e siccome Q1Q2 è costante al variare di P sulla curva, si ha che dy 
è la direttrice corrispondente al fuoco Fi. 

L'esagono gobbo 
ed i teoremi di Pascal e di Brianchon. 

48. Definizione. — Siano Wi, t/g, Wa ^^ ^^^^ sgJiembefra loro due 
a due, e Vi^ v^, v^ tre rette che si appoggiano ad esse, e perciò sono 
pure sghembe due a due. Queste sei rette prese in un ordine determi- 
nato^ in modo che le m si alternino colle v, formano una figura che 
si dice esagono gobbo. / 6 punti d'incontro di due rette consecutive si 
dicono vertici e i 6 piani di due rette consecutive si dicono facce del- 
l'esagono gobbo. 

Scelto per es. l'ordine UiViUtiV^u^Vs^ le tre coppie di vertici e ùlcco 

Wlt?lj ViUs', V1U2, UsV^] U2t?2, t?8Wi 

sono opposte. 

Teobema. — Le tre rette con- 
giungenti $ vertici opposti di un 



Teorema. -^ Le tre rette d'in- 
tersezione dei piani opposti di un 



^ 




dei piani determinati dalle coppie 
di rette dell'esagono che non sono 
tacce del medesimo^ e quindi pae- 
sano per un punto. 

La coBgi ungente i punti 

uiviy i?at^ SacE nei mi «i*?,, Vj^n^ 



«*B*?Bt t'a^i » 



Wa^«j t?g«i 



perciò queste tre congiungenti 
pagano per il punto d'incontro 
dei tre piani «,r,, r^Wa, u^v^. 

49, Teorema diBrjanchon. — 
Le tre rette congimtgcntì i vertici 



esagono gobboj sono U congitwgenH 
dei tre punti comuni alle rette del- 
l'esagmto che non sono vertici del 
m€desÌ7ìiOj e perciò ginccimo in un 
piano. 

La retta comune ai piani 
«i*?it r^n^ passa per \ panii u^i,^^ v^u^ 

perciò queste tre rette dVintei^e- 
rione stanno nel piano che passa 
per i tre punti u.v^, VyUj,, u^v^. 

Teorema di Pascal. — lire 
punti d'incontro dei lati opposti 



^, ,. -^ ^ " ^^..^* ^««M umcomro aei lati ovmsf 

<^U d,une^latero circo^crUto \ di un esa,o..o insorUto in 71 

l ZJZ ' ^'^*'""' ^'" "" "^ ''^ «^« "opra mui r.tta 
punto ^dem prxromBEUNCHOx). | (d^ „™ „, P.^,," 

«',-'„^ ' ' Y'^i^'^'' ''" ''^^*'''° ■"^"'*^ >" '^ "™lo e 
«.^.«.c,«,e, lesalatero circoscritto formato dalle rispettive taa- 

i-n W ^; " r ' " ^"^' «'i>^-^trano in tre punti .itia 

piano :^ del circolo e condotto per il ano centro « una retta 
perpendicolare m U ad un suo mggio OH non «ituata nel pianola 
circolo e ne parallela a d, ni consideri l'iperboloide che Kl 
Tnou r ^T'™'"^«' iP-'-toloide che taglia . nel circolo cfe 

«i«te.a Ce ^sani'^r.^! vJ^C ris^L^r^ ^ '''''''- 

Se proiettiamo questo esagono goblx. sul piano <j ortofional- 

mente (cioè dal punto all'oo di d) otteniamo coL proie^ S delll 

z i:rr v;' s.' "v -'^ ""^'^r "".^^"' ^^' ^^'' ^ 

i' --^ij l'I, U2j Va, Ug^ Va, cioè «1, v\, ti' , t?a. tt'-. «' 

«.m. p™,»,om d.i punti ,.,^) «e. „t,^„i.l S'pun'ti i'," ,' 'j,' 
E ™oome te rette cot,gi,mge„t, le coppie di punti (uL ì^'. 



del piano UiVi la retta UiVi 



/ 



ViUa 




VxU, 


u»Va 




u.v. 


»««8 




v.u. 


Ma», 




u.u, 


»8«1 




VaUi 



Dunque le coppie di lati opposti UiVi, VaTJa; ViUg, UaVs; 
UaVa , Valli s' incontrano nei tre punti ove le rette comuni alle 
facce opposte dell'esagono gobbo considerato incontrano a, e siccome 
queste tre rette giacciono in un piano, i punti suddetti sono sulla 
retta comune a quel piano e al piano a. 

60. I ragionamenti precedenti sussistono anche nel caso in cui 
un vertice dell'esagono inscritto coincide col successivo. Se per 
esempio Ui , Vj coincidono, le due generatrici Wj , Vi dell' iperboloide 
che passano per essi individuano il piano che le proietta sulla 
tangente al circolo di gola in quel punto, cosicché il lato UiVi di- 
venta la tangente al detto circolo nel punto Ui , e similmente i due 
lati u'i , v'i dell'esalatero circoscritto vengono a coincidere ed il 
punto {u'iv'i) viene a coincidere col punto {UiVi) cioè col punto di 
contatto della retta u (o v) col circolo di gola. 

Tenendo conto di queste considerazioni possiamo enunciare i 
seguenti teoremi, che si dimostrano in modo perfettamente iden- 
tico ai due precedenti. 



1®. Se un pentalatero è drco- 
Bcritto ad un circolo, la congiun- 
gente un vertice col punto di con- 
tatto del lato opposto e le congiun- 
genti i due vertici appartenenti a 
questo lato con gli altri due vertici 
ad essi rispettiv'amente non conse- 
cutìvij concorrono in un punto. 



1®. Se un pentagono è inscritto 
in un circolo, il punto d'incontro 
di un lato colla tangente nel ver- 
tice opposto e i due punti d'incontro 
dei lati concorrenti in questo ver- 
tice coi rimanenti lati ad essi ri- 
spettivamente non consecutivi sono 
in linea retta. 



La dimostrazione si ricava da quella del teorema precedente 
supponendo che Ui coincida con Vi, ma gli altri vertici siano tutti 
distinti. 



2®. Se un quadrilatero è circo- 
scritto ad un circolo, le due rette 
congiungenti i vertici opposti e le 
due rette congiungenti i punti di 
contatto dei lati opposti passano 
jjer un p^fito. 



2^. Se un quadrangolo è in- 
scritto in un circolo, i dtte punti 
d'incontro dei lati opposti, e i due 
punti d'incontro delie tangenti nei 
vertici opposti stanno in linea 
retta. 





TJi e Vi coincidano con A, U3 con B, Va e U^ con C, e V3 con D, ed 
avremo che il punto d' incontro delle tangenti in Aj C giace sulla 
retta determinata dai punti d'incontro dei lati oppo.sti del qua* 
draBgolo ABCD. Supponendo poi che Ui e Vj coincidono con B^ Ug 
con C, Va B Ha con D e Vg con A, si dimostra che su questa retta 
giace anche il punto d' incontro delle tangenti in B^ D» Ecc. 



S^, Se tm quadrilatero è ch'CO' 
scritto ad un circolo, la congiun- 
gente due vertici opposti e le due 
rette coìtgtuìigenti i punti di con- 
tatto de' due Iati concorrenti in 
una di questi vertici, coi due ver- 
tici rimanenti f passano per un 
punto. 



3*, Se un quadrangolo è in- 
scritto in un circolo j il punto d' in- 
cmitro di due luti opposti e i due 
punti d'incontro delle tangenti nei 
vertici situati sopra uno di questi 
lati con i due lati rimanenti che 
non passano per e^sì^ stanno in 
linea retta. 



Se ABOD è un quadrangolo inscrittOj supponendo che Ui , Vj 
coincidano con A, U^ , Va con B, Uà con C, V^ con D, dal ragiona- 
naento del § 49 si deduce che i tre punti d' incontro della tangente 
in A con BC, della tangente in B con AD © dei lati AB^ CD, 
stamiio in linea retta. Ecc. 



4**, Se un trilalero è circoscriito 
ad un circolo j le tre rette con- 
giungenti i vertici coi punti di 
contatto dei lati opposti passano 
per un punto. 



4°. Se un triangolo è inscrìtto in 
un circolOf i tre punti d' incontro 
dei lati colle tangenti nei vertici 
rispetti t^anieììte opposti stanno in 
linea retta. 



Essendo A, B, i vertici del triangolo inscritto si supponga 
che Ui e Vj coincidano con A, Uà e V^ con B, Uj e Vb con C e 
si ripeta la dimostrazione del § 49. 



5L I teoremi dei §§ 49, 50, possono essere estesi ad una sezione 
conica qualunque. Infatti sia e una sezione conicaj situata in un 
piano ic, e' il circolo sezione del cono a cui appartiene e fatta con 
un piano n perpendicolare all'asse. La curva a è la proiezione 
del circolo e' su ti fatta dal vertice V del cono^ e ogni poligono 
inscritto o circoscritto a e è evidentemente proiezione di un altro 
poligono inscritto o circoscritto a c\ 

Se per esempio consideriamo un esagono inscritto a e e IVsagono 
corrispondente inscritto a c\ i punti d' incontro dei lati opposti 
del primo sono le proiezioni dei punti d* incontro dei lati opposti 
del secondo, e perciò sono come questi In linea retta. 

Possiamo dunque enunciare i seguenti teoremi : 



1". Ls tre rene congtungenn t 
vertici opposti di un esalatero cir- 
coscritto ad una conica passano 
per un punto. 




^, Se vn pentalntero è etrco- 
gcrittQ ad una conica^ la congiun' 
gente un vertice col punto di con- 
tatto del lato opposto, e le conginn- 
genti i due r ertici appartenenti a 
que-ito lato con gli altri due vertici 
ad eisid ri^petHvamejite non coìise- 
cutitn concori'ono in un punto. 

3^. Se tm quadrilatero è circo- 
scritto ad una conica , le due rette 
congiungenli i vertici opjìosti e h 
due rette congiungeìiti i punti di 
contatto dei iati opposti pa^^sano 
per un punto. 

4** 6^ un quadrilatero è circo- 
scritto ad una conica ^ la congiuri" 
gente due vertici opposti e le due 
rette congiungenti i punti di con- 
tatto dei due lati concorrenti in 
uno di questi vertici^ coi due ver- 
tici rimanenti f passano per un 
pulito. 

5^, Se un trilatero è circo- 
scritta ad una conica, le tre rette 
congiungenti i mrtici coi punti di 
contatto dei ì^ti rispettivamente 
ojjposU pQgj^a'no per un punto. 



A". 1 ire punii a incontro aei 
lati opposti di un esagono inscritto 
in una conica sono situati sopra 
una retta. 




Flg. M. 

2". Se un pentagono è inscritto 
in una conica^ il pimto d'incontro 
di un lato coUa tangente nel vertice 
opposto, e i due punti d' incontro 
dei lati co7icorrenti in questo ver* 
tice coi rimanenti lati ad essi ri- 
spettivamente non cofisecutivi sono 
in linea retta. 

B^. Se un quadrangolo è in- 
scritto in una conica j i due punti 
d'incontro delle coppie di lati op- 
posti^ e i due punti d'incontro delle 
coppie di tangenti nei vertici op- 
posti stanno in linea retta. 

4**. Se un quadrangolo è in- 
scritto in una conica, il punto d'in- 
contro di due lati opposti e i due 
punti d'incontro delle tangenti nei 
vertici Situati sopra uno di questi 
lati con i due lati rimanenti die 
non passano pei' essi stanno in 
linea retta. 

50. Se un triangolo è inscritto 

in una conica^ i tre punti d'incontro 

dei lati colle tangenti nei veì'tici 

rispettivamente oj^K^ti stanno in 

linea retta. 

(J. Lazzeri. 





SEL'l'SO E SIILE TAVOLE DEI VALORI MHALl BELE FUNZIONI TRIGOKOMEIKI 

(CmiUmiazìùn€ € fint v. fctsc- precedente) 



12* Applichiamo ora tutti i risultati precedenti a una tavola dì senii tan- 
genti a secanti, di 1' in V e con cinque cifra decimali. 

Sìa 

f (x) = Ben X . 

Per quanto si disse nel § 9, il massi nio dì G^ ai ha per a'o 4- àx = 90**, ma 
Ax = are r = 0,00029- 06882' . . . , 



da cui 



Ajr 



^0,00000- 00105- 7.,.; 



quindi, presa per cifra delle unità Tultima cifra deoimale della tavola, dal 
dal secondo membro della (16) eì deduce che aarà certamente sempre 



Od < 0.0011. 



fST) 



Dunque nella ricerca dirètta dì seno l' interpolazione è permessa sempre, 
perchè, non solo Cr^ è sempre minore di una mezza un ita ^ ma è addirittura 
traacur abile rispetto ad L^ ;§ 7). 

Per la ricerca inversa sì cominci col ricordare (§ 9) che Gì cresce al cre- 
scere di xa e tende all' od al tendere di Xo a 90^ — àx ; poscia si os-^ervi che, 
siccome la diiìerenm sen (x<t -^ Ax) — sen j-q , per la (18), dimiauiace i^empre, 
anche A^ generalmente diminuisce, e quindi L», per la (9), generalmente cresce. 
Ma, scorrendo k tavola^ sì vede che It/ è certamente minore di 2 per x mag^ 
^iore di 87^*50', quindi (non occorrendo T interpolazione per Ay minore di 2) 
basta studiare come variano Gr ed Li fino a questo valore dì x. Per ciò, con- 
siderando separatamente rintervallo in cui Ay (che al più è eguale a 30) ha 
sempre due cifre^ e rintervallo in cui Ay ha una sola cifra o è al più eguale 
a 10, si vede prima di tutto (scorrendo nuovamente la tavola) che è 



80:^Af/^10 
10>Ai/ 



per x<70"08'\^ 

70"X)1?<x<tì7"50'j' 



(38) 



e che-^ corrispondentemente, dal secondo membro della (16) e dalla (19), ai ha 

e 2"^L,^6" \^ ^. 

BunquB anche nella ricerea inversa Gj è trascurabile rispetto ad Ih (| 7)* 



Gi<0"0061 
O^0OtìO<Gt<O'W77 



oara urne, per ii seguilo, ricoraare cne le uue iiniii/azioui ur ora uiuicaLe 
per Li corrispondono rispettivamente ai casi in cui Ay abbia sempre due cifre, 
o generalmente una cifra. 

Osservazione I. — Quando Tinterpolazione non occorre, e questo accade 
sempre per x maggiore di 87<>50' e può accadere fra 86®18' e 87°50 (perchè Ay 
è eguale a 1, per la prima volta, per sco = 86^18), il solo arrotondamento 
di f{x) può evidentemente portare un errore maggiore di 80'. 

Osservazione II. — Dalla (15) e dalla (16)' si ha che per x = 89»59'30" 

è certamente 

0,0010 <^d< 0,0011; 

e dalla (16; e dalle (16)' si ha che per x = 87o49'30" è certamente 

a',057<^i<0"068; 
quindi i limiti superiori Gd e Gì da noi trovati per g^ e ^i non potranno mai 
più subire un abbassamento sensibile, qualunque altra via si segua per la 
loro ricerca. 

Osservazione III. — A proposito delle limitazioni (38), veggasi N. § 42, 
Oss. III. 

18. Sia 

f{x) = tanx. 

Come si osservò nel § 10, Gd cresce sempre al crescere di ac© e tende all' oc 
al tendere di a^) a 90° — Aaj; l'interpolazione non è dunque sempre permessa. 
Cercando fino a che valore sia permessa e osservando che, per essere Ax = 1', 
basta far crescere x di 1' per volta, dopo pochi tentativi dal secondo membro 
della (20) si deduce che, se 

X < 80044' , si ha Gd < 0,500 ì 

a; > 80^44', » » Gd> 0,502/' ^ ^ 

Dunque nella ricerca diretta di tangente l'interpolazione è permessa solo se ac 
non supera 80^44', perchè solo allora Gd è minore di una mezza unità del- 
Tultimo ordine (§ 7). 

Per la ricerca inversa si cominci col ricordare (§ 10) che Gì cresce al 
crescere di a*© e tende all' oo al tendere di x^ a 90® — Acc ; poscia si osservi 
che, siccome la differenza tan (Xq + Ax) — tanxo , per la (18), cresce sempre, 
At/ generalmente cresce, e quindi Li, per la (9), generalmente cala e tende 
a zero. Ciò posto, supponiamo, per ora, che l'interpolazione si faccia solo per x 
minore di 80*44', come nella ricerca diretta (§ 7), e studiamo come corrispon- 
dentemente variano Gì ed Li. Per ciò si osservi (scorrendo la tavola) che, 
al variare di a: da 0* a 80^44', A 2/ varia da 29 a 1120 (gli estremi inclusi), e 
considerando separatamente V intervallo in cui A^ ha due cifre sole o è al 
più eguali a 100, l'intervallo in cui Ay ha sempre tre cifre, e l' intervallo in 
cui At/ ha sempre quattro cifre, si vede prima di tutto che è 

29 ^ A?/ ^ 100 per x < 57*21' ] 

100 ^ At/ < 1000 » 5702I' < ce < 80ni' [ (40) 

1000 <Aj/c^ 1120 » 80«ll'<ic<80"44') 

e che, corrispondentemente, dal secondo membro della ^21), e della (9) si ha 

1 G,<0",0069 e 2",07 > Li :> 0",60 ] 

\ 0",0068 < Gì < 0",0253 » 0",60 :^ Li > 0",06 > . (40)' 

l 0",0253<G,<0",0268 » 0",06>Li:^a',05 j 



% 




XjsamiiiaDuo quesu risun/aii si veae eoe, per x minore ai oc^i, uri si può 
considerar trascurabile rispetto ad In; da 57^1' a 80*44' non è più cosi, ma 
6i è sempre minore di Li e, generalmente anche della metà di Li (§ 7). 

Anche qui sarà utile ricordare, per il seguito, che le tre limitazioni or 
ora indicate per Li corrispondono rispettivamente ai casi in cui ày abbia 
generalmente due cifre, o sempre tre, o sempre quattro. 

Osservazione. — Dalla (20) e dalla (20/, dalla (21) e dalla (21)', si ha che 
per X = 80»43'30" è certamente ' 

0,411 < y^ < 0,50, 0'\miì <g,< a',027 ; 

q|uindi anche qui tìi può concludere come iiella O^b. II al § precedente. 

14. In questo § ci proponiamo ài studiare a quali condizioni sarebbe 
possìbile r interpolatone nella ricerca diretta di tangente per x maggiore 
di 80"44'. 

Prima di tutto si pviò osiervare che^ se si ammette che rerrore fa sia 
tra scura bile anclie quii rido, m valore assoluto, è solo minore di una tmità| 
r interpolazione può essere spinto tìtio a B^^BH', perchè se 



a?<S2»38' si ha Gd<0jM6 \ 
^>82'^88' . » ad> 1^002 / 



(41) 



Si può poscia osservare che, se si suppone rarco dato affetto da un errore 
avente per massimo, in valore assoluto, %\ l'interpolazione può essere spinta 
anche oltre i limiti indicati: fino a che^ per es,, Gd resta minore deirerrore 
prodotto nella tangente cercata dall'evrore i' delFarco (*). Per ciò deve essere 



64 < T7-T. (/■(a-o ■^lx)-f(ca,)\ 



m 



I7el nostro caso, se sì suppone che l'errore accennato aia solo quello che de- 
riva dalFarrotondamento ileirarco ai decimi di secondo^ si hn 

e'^ _Q,Q5_ 1 . 
(ix) ' ~ t>0 ~ 1200 ' 



inoltre si sa che 



G<,= 



Xx tan to -h Ajc) 



fiXn + 6ij?ì = 



1 



quindi, perchè sia Teritìcata la (42)^ basta che si abhìa 

ijL^ tan ijcn -f A.r) \a: 1 

4 cos'' {xa + hx) 1200 cos* x<i ' 



ossia 



tan \x^ -f \x) < 



1 H- co3 2ur^j 4- A.ff 



HOO Xx 



m 



1 "h cos '2jì\ 

ed è facile vedere che questa è Teritìcata fino ad j-^"ti4**57'. Nelle ipoteii 
fatte, si potrebbe dunque nella ricerca diretta di tangente, spingere T in- 
terpolazione tino Hl^ob', 



(1) Cr»dlAmo rhe qii^atu criterio potrobbv esaere utile fn priti«H. tìnde etabilir* conTealente- 
iQenUt per detarmùiate apucie di AppUc&iiyiii e per determijiiit& Uvoto, a die puuto »i"i oppurtuno 
limitare rìatorpoluionc. 



diretta di tangente) non si può ammettere il principio delle parti proporzio- 
nali, sorge naturalmente Tidea di calcolare prima la tangente del complemento 
(ohe allora T interpolazione è» evidentemente, permessa) e poscia l'inversa del 
valore cosi ottenuto. Volendo però tenere conto esatto dell'errore che cosi 
risulterebbe in tan a?, in causa degli errori Yd e Xd che affettano la tangente 
del complemento, si trova facilmente che, se si tiene conto solo di Yd» ^no 
a 89^45' quell'errore è certamente minore di 0,62, ma che, se si tiene conto 
anche di Xd (^), il limite superiore inabbassabile di quell'errore fino da 80^, 
o da 86°, è già maggiore di 32, o di 130, unità. Questo artifizio dunque po- 
trebbe produrre un errore molto maggiore di quello che si vuole evitare. 

Si potrebbero allora cercare altri artifizi, come si fa pei logaritmi trigo- 
nometrici degli archi piccoli, ma a noi pare che nei casi in cui l'interpolazione 
nella ricerca del valor naturale di tangente non possa condurre alla appros- 
simazione che si vuol raggiungere, convenga meglio ricorrere all'uso dei 
logaritmi. 

16. In questo § ci proponiamo di vedere se l'interpolazione, nella ricerca 
inversa di tangente, è possibile per x maggiore di 80^44' (§ 7, Oss.). 
Dalla (21) si ricava, senz'altro, che per 

80044' < X < 89030' , a',0268 < G» < a', 6169 , (44) 

mentre che, corrispondentemente, 

1124 ^Ay^ 369660, 0",0634 > Li > a',0001 ; (44)' 

per cui, se si ammette che sia trascurabile un errore di i^ezzo secondo circa, 
l'interpolazione è lecita fino a 89°30'. Si noti che, al crescere di x. Gì cresce, 
mentre Li cala fino a diventar trascurabile rispetto a Gì; contrariamente a 
quello che accade al decrescere di x (§ 13). 

Per X maggiore di 89°30', si può ricorrere a un artifizio analogo a quello 
accennato alla fine del § precedente ; calcolare cioè l'inversa del valore dato, 
la quale evidentemente è la cotangente dell'arco incognito, cercare poscia 
l'arco corrispondente e prenderne il complemento. Bisogna però assicursi che 
non si presenti Tinconveniente che si è presentato nella ricerca diretta. Sia d 
il valore assoluto dell'errore da cui è affetta la tangente data; se con e si 
indica il valore assoluto dell'errore che, conseguentemente, affetta il valore 
inverso di tan x, ossia tan (90® — x\ si ha evidentemente 

d 
^^(tanx— d)*' 
per cui, se con f si indica il valore assoluto, espresso in secondi, dall'errore 
che si commette nella ricerca di 90° — x e quindi di x, sarà certamente 

.e. 60" 



f<- 



At/ 



__^jo;___ 

' ^ (tan x — d)Kly' ^ ^ 

(1) È per non aver fatta una osservazione come questa che 1* Houel, nella ricerca dei logaritmi 
degli archi piccoli. {Table» delogarihme» a einq décimaUa. Ed. Gauthier- Villani. Paris, 1877. Introd. 
phginA XI) hg creduto di proporre una metodo che renda trascurabile l'errore di interpolazione, 
mentre invece Terrore prodotto da quel metodo può superare anche 38 unità (V. il § 38 della nota 
citata Suiia ,.{c'érca del logaritmo seno . . . dovè demmo anche, a maggior conferma, un esempio 
tìamejieo). 




ui qiit ri»uik4 t^titSt oiss'cuuu kV umjg^Lfjio ui o^ ov e auppuiituiiu unti li uerivi 

solo dairarrotondamento delFuItima cifra di tao ir, si ha certamente 



f<:a\OQ001& 



(46) 



e dia quindi rincon ve niente accennato non si presenta airfi.ttc>. 

Concludendo : nella ricerca inversa di tangente Tinterpolazione è permessa 
sempre^ purché alle considera^onì fatte alla fine del § IB si aggiunga ora 
che da 80^44' a 89*^' Li è genemlmente minore di Gì e finisce col diventar 
trascurabile rispetto allo stesso Gì ; e che per *r maggiore dì SB^SO conviene 
ricorrere airartìficio or ora accennato. 

OssERVAZioxE I. — Snpposto che Terrora che alFetta tana; non sìa dovuto 
Boio all'arrotondamento e che quindi d possa essere maggiore di una raez^sa 
unità delFultimo ordine, la validità deirarti tìzio accennato non cesaa, perchè, 
anche supponendo d eguale a dieci unità dell'ultimo ordine^ sarebbe sempre 



f<Z(y\€Oie. 



(47} 



Os«£RVAZJONE; li, — La ricerca delTarco 90^ — x' dà luogo ai due errori 
Yi 6 ij; ma Terrore in questione è sempre, come Ti, tascurahile rispetto a Xi 
(§ IB), anche neir ipotesi della Osa, prec. 



16. Sia 



f(x) — &ecx . 



Cbme già si disse nel § 14^ Gd cresce al crescere di x^ e tende air oc al ten- 
dere di x^ a 90* — A.r ; procedendo quindi come nel § IS, dal secondo membro 
della (28), dopo pochi tentativi^ si deduce che, ae 



a:> 80*43', 



Bi ha 



Gd< 0,498) 
Ga>0,5(X)/' 



(48) 



Dunque nella ricerca diretta di secante Tinterpolazione è permessa solo se x 
non supera tiO"43' f§ 7). 

Per la ricerca inversa si cominci col ricordare (§ 11) che Gj tende all' od 
al tendere di av a zero, cala al crescere di àr„, raggiunge il suo minimo fra 
% ix ^ A,T e 46® ^^ àx (essendo a ì] minimo arco positivo che ha per coseno f ^, 
poi cresce e per n-^ tendente a 90*^ — ia? tende nuovamente air oj ; po&cia si 
osservi che» siccome la diiferenaa sec(a?g — ^x) — secXp, per la (26 ), diventa 
piccolissima per x^y tendente a zero e poi cresce sempre al crescere di Xy , 
altrettanto generalmente accade di Ay, e quindi Li è grandissimo per x^ ten- 
dente a zero, e poi generalmente cala al crescere di Xg fino a 90^ — àx. Ma, 
scorrendo la tavola^ si vede che ày è certamente minore di 2 per a: minore 
di 2"09^, per x minore di «questo valore non occorro quindi la interpolazione ; 
siccome inoltre anche qui supponiamo, per ora, che rìnterpol azione si faccia 
solo quando è permessa nella ricerca diretta, basterà studiare come varino Gì 
ed L, al variare di x^ da 2W a 80'*4a', 

CS6 preposto, cominciamo dal cercare per quale valore di x^ Gì sia minimo ; 
dopo pochi tentativi si trova che il secondo membro della (Stì) cambia segno 
fra S5**15' e 35° 16'; il minimo di Gì si ha dunque, nelle nostre ipotesi, pera:;^ 
eguale a dòHB\ e dal secondo membro della (29J si ha subito che questo 



(49) 



(49/ 



uiiniino e u ,uudh** • • «v / ^oocia, scorrenuu iti i^ivoia, usBcrviauiu une ai ure- 
scere di x da 2^9' a 80®43', Ay varia da 2 a 1101 (gli estremi inclusi); e, 
considerando separatamente T intervallo in cui Ay ha una cifra sola o è al 
più eguale a 10 l'intervallo in cui Ly ha sempre due cifre o è al più eguale 
a 100, l'intervallo in cui Ay ha sempre tre cifre e l'intervallo in cui Ay ha 
sempre quattro cifre, si vede prima di tutto che è 

A?/ ^ 10 per 2^09' < x < IT^BT' ' 

10 ^ Al/ ^ 100 » 17«57' < X < B9«6a 

100 <^ A2/ < 1000 » 69<»6a < x < 80n5' 

1000 < Ay <^ noi • 80n5'<2c<80«43'J 

e che corrispondentemente, dal secondo membro della (29) e dalla (9), si ha 

0",0583>Gi>0",0081 e 30":>L,:>6" 

0",0061 < Gì < 0",0088 » 6",0 :$> Lj :^ 0",6 

0",0087<G,<0",0259 . 0",60 :^ Li > 0",06 

0",0258 < Gì < 0",0271 . 0",060 > L, > 0^,055 ) 

Esaminando questo risultato, si vede che per x minore di 59°50', Gì si può 
considerare trascurabile rispetto ad Li ; da 69^50' a 80^43' non è più cosi, 
ma Gì è sempre minore della metà di Li (§ 7). 

Anche qui sarà utile ricordare che le quattro limitazioni ora indicate 
per Li corrispondono rispettivamente ai casi in cui At/ abbia generalmente 
una cifra, o generalmente due cifre, o sempre tre, o sempre quattro. 

Osservazione I. — Per x minore di 2^09* si faccia un'osservazione ana- 
loga aUa Oss. I del § 12. 

Osservazione IL — Dalla (28) e dalla (28)', dalla (29) e (29)' 
pera;= 2W30" si ha 0",057 <iri<0",059, 
per a = 80«42'30" . » 0,49 <^d< 0,50, 

e 0",026 <^i<0",028, 

per X = 35n5'30" si ha 0",0061 < i^i < 0",0062; 
quindi anche qui si può concludere come nella Oss. II al § 12. 

17. In questo § e nel seguente ci proponiamo di fare uno studio analogo 
a quello fatto nei §§ 14 e 15. 

Prima di tutto, nella stessa ipotesi fatta in principio del § 14, l'interpo- 
lazione nella ricerca diretta di secante può anche qui essere spinta fino a 
82«38', perchè, se 

X < 82<>38" si ha Gd < 0,992 ì 

ce > 82038" » . Gd> 1,002/' ^^ 

Supponendo poscia che l'arco dato sia affetto da un errore avente per 
massimo e", si può anche qui (§ 14) osservare che l'interpolazione potrebbe 
essere spinta fin dove è verificata la (42). La quale, essendo ora 



Gd = 



Ax 1 -f sen* {x^ + Aa?) 
~8 cos» (Xo + Aic) ' 



/^'(Xo + OAx) = 



sen {x^ -h 8 Aa?) 
cos(XoH-eAa;)' 



(1) I calcoli numerici necessari per questa ricerca ci riuscirono alquanto penosi per un deplo« 
revole errore di stampa, che si trova nella tavola del Vlacq e che è fedelmente riprodotto in 
quella deirOzAKKAM: nella pagina che va da ISOSO^ a 20K)(/. il seno di 19»d(/è 0,3338009. invece di 
BBBere 0,3838069, o questo errore ci condusse, ripetutamente (finché, per caso, non ce ne accor- 
gemmo) a risuJtati numerici che contraddicevano ai risultati teorici precedentemente ottenuti. E 
un altro errore poi*® fedelmente riprodotto dall'OzAKNAJi. avemmo occasione di rilevare nella pt- 
gin» che ra (j' '70000' a 70030': in essa il seno di TO^SO' è 9,9425415, invece di 0.9426415. 




-■ -'11- .r, -\^ ^x) àx sen*r^ 
eoa* t*^À + ^'^) ^'^''^ coB-dt,^ 



ossia 



3 — eoa 2(05(1 + Xxj ■< 



1 1 -|-co8 2^j?^ -h Aa?) 



150 A;c 



aen ( Sa:?^ + A>J?) — sen i^i ; ^51) 



1 4- CO& 2u?o 

ed è facile vedere che questa è verificata fine ad a:^ = 84*56'. Nelle ipoteaì 
fatte, si potrebbe dunque, nella ricerca diretta di secante, spingere la inter- 
polazione fino a B4*57'. 

E| tìnalmente, eRaminando se per la ricerca diretta di secante sarebbe 
possibile seguire nti arttlìzjo analogo a quello indicato nel § 14 (calcolando 
cioè prima il coseno dell'arco dato e poscia Tinverea del valore cosi ottenuto) 
si vede che^ se dei due errori 7^ e X^^ da cui risulta afletto il coseno, si tenesse 
conto solo del primo, Ten-ore risultante nella secante cosi calcolate sarebbe 
minore di 0/2tj fino a 89"46'j ma che, se si tien conto anche del secondo^ il 
limite superiore inabbassabiìe di quell'errore fino da 8(P o da 8&^ è già mag- 
giore di 33, o di 131, unità. 

Anche per la ricerca diretta della secante quindi, si deve concludere come 
sì è concluso nel § M. 

18- Passiamo ora alla ricerca inversa di secante* 

Dalla (29) si ricava, senz'altro, ohe per 

m^& < X < Bd^m , 0",0271 < Gì < 0'^6169 , {52J 

mentre che, corrispondentemente, 

1106 ^ày^ 360645 , (y',0543 > Li > 0",0001 ; (62)' 

per cuij anche qui, si può ritenere lecita Tinterpolazione fino a 89''30'. 

Per X maggiore di 89'*30' ai può ricorrere a un artifizio identirrO a quello 
del § 15: calcolare cioè Tinversa del valore dato, la quale evidentemente è 
il coseno deirarco incognito e cercare Farco corrispondente. E, volendo assi- 
curarsi che Terrore prodotto da questo artifìcio è trascurabile, basta ripetere 
il ragionamento del § 15 - si arriva cosi a una formula che si può senz'altro 
ricavare dalla (45) sostituendo sec x a tan x^ e da essa^ nelle stesse ipotesi, 
sì deduce una limitazione identica alla (40)* 

Concludendo : anche nella ricerca inversa di secante T interpolazione è 
sempre possibìlej purché alte considerazioni fatte alla fine del % IS, se ne 
aggiungano altre, analoghe a quelle fatte alla fine del § 15. 

O8Ì5ERVAZIOSEI. — Si ripetano qui osservaseioni analoghe a quelle del § 15, 
perchè, nelle stesse ipotesi^ si arriva a una limitazione identica alla (47). 

W. Per completare il nostro studio^ non ci resta più che da trovare le 
regole di cui parlammo al § 8, per eseguire i piccoli calcoli dì interpolazione. 

Prima di tutto, affinchè il calcolatore sappia se può, o no, nella ricerca 
diretta, fare Vinte r pò Iasione, supporremo che la tavola dia ìe differenze tavo- 
lar! solo fin dove Tinterpolazione a tessa è lecita (^). Per cui nel caso che qui 



f>) GensrjiJEDetitQt neUn UtuIu lo|^&rìtmo-trig{)nometTi<etifi, ni nieUoao L« dlffervli£« ti voi sui. 
Bp««ao <^oUe r«Utìve tnvuMte, anelli d&r» l' interpolaziene, iioUa rìcerra dJretU^ d{>n è ìadtiu Cofil 
pftf cM.: Il B«ti4KS noMà ailt t«vcU di 1" in 1", dà Is Uvolctte aee^nuatev meno che d* 10'* 1*20' 
per tniDcinza di spazio (PjreL pag. VII); obbeu*. uqnndo. tintila rLeerCA direiU, ^ocat© t*T<jlett* 
(coHJo egli stesso fa In alcuni esompi propoati tiella prefaziooi)» ai puh, per J"- minare ^i l'* com- 
mottar« un Arroro maggioro di 150. 



O&seevAjSIOKE. — Nel ca&o ia cui per la ricerca inversa di tangente e 
di semate oltre BS*^"" sì ricorra allearti tìzio Indicato nei §§ 15 e 13, la regola 
ora accennata resta la stesaa, jierchè la ricerca si viene a fare sopra la tan- 
gente o sopra il sena dì un arco minore di 30; essendo allora ly dì due cifre 
sempre^ ai arriva alle unità di seeondo* e il dubbio che questa approssima- 
zione possa essere illusoria per effetto deir errore f non sussìste, perchè il 
limite di questo errore, dato dalla (46) e anche dalla (47), è certamente tra^ 
scurabile rispetto a L| (compreso ora fra 2" e 6", gli estremi inclusi), 

G. PjESCI. 
livornOj gennaio-marzo 11X)6, (^) 



u mwm% m\:m centrale di i sisieiìi di forze 



(t) 



Se un sistema di forze qualunque agisce sopra un corpo, si può 
in generale ridurre ad una forza unica e ad una coppia. Se Passe 
della coppia ha la stessa direzione della retta d^ azione delia forza^ 
questa retta si dice asse centrale. Noi sopponiamo noto ai nostri 
lettori che in questo caso il momento della coppia è minimo. 



{i] Cùrt*€jffftndi> U h^ìti. — TI Ch.*»" Prof. FoktouRa da Costa dell* E«CQto Naca^ di Lisbona, 
ftl quale a^eYnmg eomunìcAta la prima pAtta éi questo lAVpro. ei li», malto genti Immuta. tHAnclàt^^ 
titt pregi »vù Usai tuo fi raro LibrìeckiOT che fi obbliga a moElJQcAre un pò* quAJito abbìAma aasArito 
tmUA nota (it a1 § H. 

Emo aÌ toUtola: * Méthod/t d* Jìt4^tc^o daa diaianeià^ ohsrrv^d^*v no balenio da* ìùngitudtif por 
FsAW47l«co DE Paula T^AVAmos^. Coinibr». da H&al linpi^riAfi da Unì veni dado. Anno d« MDGCCV; 
ed ha tlttte la dlm^tiBioni a^iiaLl a quaUe del uotluimo Yokimetto dì tairole logaritmicbe pubbUeitOt 
n«Uo atva»» Anna, da Lalattcb. 

Contiene. prS noi pai ni ente» tcftA t«Tf}lA éi toiani nAtnrmti con lei ciflre « di W la 10^' (eam le 
UToletttì delle pArll proporzionali); e qnetta va JigghmtA a quelle che nbbiARio cJUt$ nella 
tiotA in Al I 1 

Inoltre, d^JU ìntrdduEiDiig (di 44 pA^lneì, l'A. iiiacgiia i] mpdo ùì raCeolAre» cài vaJoH naturali, 
FAneolo orario e }& diatstiAa luhArl, e accenna la paf, 41) ad altri f alcoli aneorA («orna p$r at^. 
queìlo dell'altezEaV che at potrebbero aeei^ujre in modo anAÌogo. Egli quindi propose l'uso di ctueati 
Talori nei principali caIcoIì nantiei cIjtca iittnnt" anni primn do! MAu?(Ai>£t] ; a ìa bua tavola tìà un'ap- 
proBsiiìiatioito aufflriantft anche nel calcolo doli e dlstAnie lunari, perche e»a ù a ael tiùm. anziobè 
tk dnque. e il ano pA^so ù di 10^', antiche di 10\ 

Kotlamu Analineute che, per anibeduó ì calcoli aecéutiatl, yAt^ molto op|iortunameiib«t. iraeforma 
la fomnula 

coB fl — ooa h fsoe e 



neirAltra 



Ben à aeu e 



eoa a — OM ih + e) 
^ ìcoB [b — ^) — eoa t* + cj} 



-K 



(«> Ap)»»[ia pnbblicato il n. Ili dui rorrente anno di qneptù periodico* eontóntnte il mio artìcolo 
' Sulla compoalziono delle forze nello apazio . il ehi aro prof. F. J. Vaea {che in nnicine al Dr. K. Qaint 
dirìge il pi eirievolo BioriiAle olandese WiakumUff TiJflMchrifi} «bbe la cortcfllA d'iiiviaj mi le bozift di 
atampa del prmteittti artleolo, chi» atava per uaeirft nal suo gtornAlo, e cbo tratta la atesao argo^ 
mento ro^n metodo interaniBnte dlvartio. Hq perciò creduto utile pubblicare lu ^ueeto gìomak li 
traduifoue delV articolo del prot Krediet, mentra il mio h pii ptaio riprodotto In Olandoae nel 
WÌ9kuHdÌg TtjdUehrift, 

(Sfiik di G. Uaeri) 



fi 



2&8 



PEmomCO DI MATEMATICA, 



General ni eli te si cerca questa risultante e questa coppia risai* 

tante, scomponendo le forze date in tre parallele ai tre assi di coordi- 
nate ortogonali, trasportando 1© componenti neirorigìne coiraggiunta 
di coppie, e per coiisegnenza il sistema si riduce a for^e concorrenti 
neirorigine e a coppie nei piani delle coordinate, 

Se P è la grandezza di una forza, a^ pj y sono i suoi coseni di 
direzione, a, è, e le coordinate del suo punto d'applicazione, ed R è 
la grandezza della risultante e X, [i, v i suoi coseni di direzione, 
e finalmente L^ M, N sono i momenti delle coppie risultanti nei 
tre piani j si hanno le relazioni 

RX = SPa ì L = 2P (by — c^) 

B|i = 2:Pp [ M = £P (eot —ay) - (l) 

Ev = J;Py ) N = iP (ap — Ja) J 

È superfluo dimostrare queste relazioni, che si trovano in tutti 
i libri di meccanica. Noi le abbiamo menzionate per servircene. 



Proiettiamo le forze P sui tre piani coordinati, che consideriamo 
come i tre piani di proiezione della geometria descrittiva. 

Consideriamo per fissare le Idee il piano XOY. Le proiezioni 
delle forze P formano su questo piano, un sistema piano di forze, 
I punti d'applicazione di queste sono dati dalie coordinate «, è, le 
componenti parallele agli assi x^ y da Pa, P^. Questo sistema ai può 
ridurre coi mezzi ordinari della meccanica o della statica grafica. 
La risultante, per rimanere nel caso più generale, avrà per retta 
d^azione quella rappresentata dall'equazione 

yZFa — j?SPp = 2 (5a — a% 

Cosi, tenendo conto delle (1), si ha 

N 



x\i.~yl = 



E 



{2} 



Analogamente negli altri due piani troviamo le rette 



tk — afV ; 






C3) 



Supponiamo di aver costruito con un disegno di geometria de- 
scrittiva queste tre rette. Si possono considerare le rette (3) come 
proiezioni di una retta nello spazio, e si può costruire la proiezione 



— . ^_^w». .u> V.IOU j.>xa.uu ui ^^uicfiiuuc. .rtuaiiiiiuMiuQute gio equivale 

ad eliminare z fra le due equazioni (3). Questa eliminazione dà 



a^(i— yA = 



LX + Mn 



Rv 



(4) 



Questa retta è parallela a quella data dall'equazione (2). La 
distanza fra di esse è 

N LX-t-M[i 



P = 



oasta 



_ LX + Mfi + Nv 
^ EvVXMV 



(6) 



Se trasportiamo l'orìgine in un punto j;;, y, z, le equazioni (1) 
non cambiano, eccettuate le tre ultime. Esse diventano 

L, = 2P{(6_y,)T-{c-^)Pf 
M, = 2P ({e - z.) a — (fl — a-,) y) 



09sia 



Li = L — E (^jv — zi|i) 
Mi = M -^ R {z{k — jTiv) 

Se a?ì,yi,Zj è un punto deirasse cantrale, i valori di L,, M^Ni 
sono proporzionali a EX^ Rii, Ev; e quindi l'equazioni dell'asse 
centrale sono 

L — E (j^|V— s,^) _ M — B jz^X—Xy^) _ N ^ R(a?t|i— y^X) 

X |A ~ 7"^ 

Ciascnua di queste frazioni è eguale a 

LX + Mji + Nv , . . „ 

X^ + K^-Uyg ^^^^^ ^ liX 4- Mji + Nv, 

Cosi la proiezione dell'asse centrale sul piano XOY ha per equa- 



^one 



ovvero 



V 



■yOCi 



*il*— yiX= 



N 



= LX + Mji 4- Nv, 
v(LX+Mn + Nv) 



R 



(6) 



Essa è pure parallela alla retta (2); e la distanza fra le rette (2) 
e (6) è data da 



dunque 



_ v(LX+Mn + Nv) 



(7) 
(8) 



É chiaro che la risultante delle forze nel piano XOY ha la 
grandezza 

V(SKÒM="(^P?? ossia E VXM^- 




Facciamo rotare la risultante K, attorno alla sua proiezione sul 
piano XOY, per ribaltarla au questo piano ; allora avremo costruito 
l'angolo che ha v per coseno. Allora la costruzione di 5, p^ che è 
nota, è facile e non richiede spiegazioni. 

Pertanto la proiezione dell'asse centrale sul piano XOY è tro- 
vata. Analogamente si trovano le altre proiezioni. Come riprova 
si cosÉrìiff^jino tutte e tre le proiezioni. 



Come abbiamo dimostrato il momento della coppia nel piano 
XOY è 

Ni = N-R(aji|x-yiX); 

dunque, tenendo conto della (5), avremo 

Ni = v(LX + Mji + Nv), 
oppure (7) 

Ni = — gRVX«+|i«. 

Così Ni è il momento della forza yx* + fi* agente secondo la 
retta (6) rispetto ad un punto dell'asse centrale. La nostra costru- 
zione dà dunque l'asse centrale, le risultanti 

^iv-^ + A EVv«4-X«, RVX«-+-|A* 

e la grandezza delle coppie L, M, N, cioè le proiezioni della risul- 
tante e della coppia risultante. 

Nella figura abbiamo eseguito la costruzione per tre forze date. 

Kbediet 

SoiUrdam, 



ALCUNE FROFBIETÀ METRICHE DELU CUBICA DEL WALLIS 

I. Se l'equazione 

Aa?» + Ba;* + Ca? + D = 

ha tre radici reali distinte a, p, y legate fra loro dalla relazione 

deve essere 

P=— ^ e B">3AC. 

Discende da ciò che, data una parabola cùbica del Wallis 

y = ax' + bx* + cx + d, {V 

le rette, e queste solamente, passanti per il punto di essa di as 

— g- , cioè pel punto d' inflessione della parabola, incon^ 

parabola stessa in due ulteriori punti reali equidistant' 
di flesso, se il loro coefficiente angolare |x soddisfa ali 




Se N è li punto di nesso ed M, M sono i punti d intersezione di una 
retta per N colla cubica, le corde MN, NM' e gli archi che hanno 
gli estremi negli stessi punti, limitano porzioni di piano di area 
uguale. 

Reciprocamente, se la corda MM' interseca la parabola cubica in 
un punto N, compreso fra M ed M', in modo che le aree racchiuse 
dagli archi MN, NM' e dalle corde MN, NM' siano uguali, devono 
essere M e M' equidistanti da N e quindi N essere il flesso. 

Si osservi, infatti, che, in questo caso, l'area A della porzione di 
piano limitata dall'arco MM', dalle ordinate in M ed M' e dall'asse x 
deve coincidere con l'area A' del trapezio limitato dalla corda MM', 
dalle ordinate ai punti M, M' e dall'asse x. 

Siano {xi , ^i) {x\ , y\) le coordinate dei punti M, M' ; si ponga 

,. fl?i + a?'i ,^ __ yi + y\ 

e con y si indichi l'ordinata in Xo alla parabola cubica. Per la nota 
formula di Simpson, (^) l'area A è data da 

A = — a — (yi + 4y + y'i) 



e quella del trapezio da 

., Xi — Xi 

A = 



6 



(yi + y'i) = 



Xi — Xi 



2 \yi-ryi;— g (yi + ^yo + y'i) 
da cui si trae, per l'eguaglianza A = A'. 

y=yo' 

Deve dunque N avere le coordinate a:© , yo , ciò che dimostra l'as- 
serto. 



2. Tre punti della cubica M, N, M' fra le cui ascisse a, ^, y passa 
la relazione 

2? = a + Y, (2) 

non sono allineati se N non è il punto d'inflessione. In questa ipo- 
tesi pei tre punti passa sempre una parabola conica, ed in generale 

una sola 

y = mx^ + nx + p. (3) 

(i) Sarìk bene ricordare che se f{x) è una ftuzione razionale intera di grado non superiore al 3», 
si ha identicamente 



/''rt«)d,= 4^ [nu)+*f[t+±) + ^(»)] . 



Il secondo membro si assume come valore approssimato per Tintegrale 



/V) 



dx 



se fi^) °on soddisfa alle dette condizioni. Cfr. Peaho, Applicazioni geometriche di Calcolo infiniU- 
iimal*' Torino, 1887. Cap. V, § 6, n. 32. 



lia porzione di piano J imi tata dai due archi MiN della due para- 
bole ha area uguale a quella limitata dai due ardii NM' ; e ciò è 
una conseguenza immediata della già ricordata formula di Simpson. 
La quale ci autorizza ad enunciare Ja pi^oprietà reciproca, e cioè: 
su una parabola o ubica (1) ed una parabola conica (8) si intersecano 
in tre punti M, N, M' in modo che siano uguali le aree delle por* 
zioni di piano limitate dagli archi MN delle due curve e dagli 
archi NM', fra le ascisse a, fi, Y dei tre punti passa la relazione (2), 

Infatti, essendo (a:i,2^i) {x\, y'i) le coordinate di M, M', se si pone 

2x^ = Xi + 3B\ 

e sì indicano con ^^ , y'^ le ordinate in Xq alla parabola cubica e co** 

uica rispettivamente, dev'essere 



Xi 



^^ (yi + 4i^(» + yi) = ' ' 



^^1 



(yi + iy\ + y\l 



ciò che porta 

È dunque x^ l'ascissa di N, come sì voleva provare. 
Una parabola cubica (1) ed una parabola conica (3) hanno le pro- 
prietà accennate se fra i coefficienti delle loro equazioni passano le 
relazioni 

27a'{d — p} — 9a{b~m} {c-nì + ^ib-^mf^Q 
(£» — w)'>3a(c— II), 

Data una parabola cubica (1), qualunque parabola conica (3) che 
incontri la precedente in tre punti M, N, M' di ascisse oc, p, y per le 
quali sia 

P_^^y_P = A (4) 

limita con essa, mediante i due archi che hanno gli estremi comuni 
in M, N [od in N, M'), una porzione di piano di area costante 

Fissata una parabola cubica (l^ Tinviluppa di tutte le parabole 
coniche (:i) soddisfacenti alle predette condizioni è costituito dalle 

due cubiche parallele alla fìssa alla distanza ± -— = secondo la di- 

2 al^ 
rezione dell'asse della parabola conica. E ± 7-^ sono le lunghezze 

ó y ò 

dei due segmenti massimi che le due parabole intercettano sulle rette 

parallele all'asse y, fra i punti M, M' ; essi tagliano le corde MN, NM' 

l V 
in due punti distanti da N di -p= t ^= se I, f sono le lunghezze di 

quelle due corde. 



I 



essenao p un numero reai< 
costituito daJIe due parabc 

y = rì 

y = tì 

parallele alla fissa, second 
Le parabole del Wallis 
conica (3) in tre punti le 



son quelle che limitano co 
l'area minima fra tutte q^ 
situati tutti dalla stessa i 
la relazione (2). 

Queste cubiche inviluf 
fissa per traslazione para 
si vede ponendo nelle (8) 

4. Tenuta fissa una ] 
Wallis che, passando pe 
M, N, M' le cui ascisse siai 
mediante i due archi MN ' 



Quest'area diventa mi 
fissa nei punti di ascisse 
luppano due cubiche otti 
lela all'asse di ampiezza 

Tutte le parabole del ^ 
la fissa (1) in tre punti 
inviluppano la curva del 

27dV(Z — d)» — 4A«[/i*Z 
dove Z sta in luogo del 



Se in luogo della rei 

tuito dalle du^ paiabole 




Infatti, posto 

j àjfi . . . fr-l fr+ l • • • fn+l) 



<Pr = 



a(T....lr-.l, 



' In+i) 



d (a?i . . . Xn) 



Ò (Xi , , , Xn) 

(r = 1, 2, . . . n + 1) si ha 

K (/i . . . /n+i) = /ili -f- . . . -+- /n+lIn+1 

ma pei teorema di Clebsch (') /i = M91 essendo M un fattore costante 
dunque 

K (/i . . . /n+l) = M (Iiqpi + . . . In+lTn+l) = MK (Ij . . . In+i). C V. d. 

Noto ora, di passaggio, un teorema anch'esso immediata conse- 
guenza del teorema di Clebsch: 
Il determinante di funzioni 

fi f% fn+l 

òTi Ma òln-n 

D = 



òXi 


òXi' 


" òx. 


dìi 
dXn 


oh 

dXn' 


dlll+l 

•• ÒXn 



equivale, a meno di un fattore, alla somma dei quadrati degli jacobiani 9. 
Questo fattore è lo stesso di quello per cui le f differiscono dalle 9. 
Inatti, sviluppando per la prima linen, si ha 

D = S fi^i = MSTi*. c. V. d. 

a) Consideriamo 7» + 1 funzioni fi... /n+i delle variabili Xi... Xn-u 
e, trascurando volta per volta una funzione f, costruiamo gli n + l 
determinanti E che indicheremo rispettivamente con Ari . . . A'n+i ; tra- 
scurando poi volta per volta due determinanti k, costruiamo delle 

n — 1 funzioni rimanenti g'i ( T ) jacobiani ly; è facile trovare, 

seguendo la dimostrazione di Clebsch, delle semplici relazioni fra i 
determinanti I^ e le funzioni f. 

Essendo ai, 6i, ci delle arbitrarie, consideriamo il determinante 



R = 



Se si svilnpjHV per i tninoiì compresi fra le ultime ti'e colonne a 

destra, si tfovii 

ui 

{i\ T* lue. Hi. 



òl't 


dk'l . 

. -, ^ «i ài Ct 


òri " 
.. 


-%^~ *'u+l ^n*l ^w*i 



"^^ 



«'»►, 






'i'; 






«'-Ve 



^'>-.c 



<:^« 



^^^o 









f".. 



'««, 






H, 



'«'•J^ %. '°»'n %». ^/- \ì^** ■ ''*/ 



<-« 












fÀ 



Invero basta sottrarre dalla prima linea moltiplicata per n dei 
determinante 

I 
I 



— I 



{-iT-n 



I — I. 

òki ah 
ÒXi òx% ' 
òka òkB 


àkn 
ÒXn 

dki 


ÒX2 òxs ' 


ÒXt 


òkn òki 


à kn-l 



ÒXn àXi " ' ÒXn-l 



la 2*, 3*, . . . , (n + 1)""» rispettivamente moltiplicate per (— 1)^ (— 1)\ 
...( — 1Y~^ perchè tutti gli elementi della prima linea si annullino. 

Roberto Occhipinti. 



RAPPRESENTAZIONE DELLE OMOfiRAriE NELLO SPAZIO A TRE DiMERSlONl 



II aig. Ascoli nel fase. V, anno 1905 di questo Periodico sì è oc- 
cupato della rappresentazione niedianto i punti dello spazio delle oc^ 
omografìe binarie cbfì si possono segnare sopra una forma di prima 
specie. Ora io mi propongo di ritornare su questo argomento per mo- 
strare una costruzione geometrica del punto immagine deiromografia 
considerata, e ancora per studiare roniografla dello spazio che si può 
dedurre dalla corrispondenza posta fra le omografìe binarie e le loro 
trasformate, e farne poi un'applicazione alla rappresentazione delle 
rotazioni sft^'iche, e in particolare di quelle che trosformano un do- 
decfledro regolare in se stesso. Tale applicazione venne già fatta dallo 
Stefanos ìt quale studiò le rotazioni che sovrapongono un cubo a se 
stesso. 



i 



\, Consideriamo le omografie segnate su di una conica C^ Esse 
formano un sistema Sa lineare 00* come i punti e i piani dello spazio 
ordinario S^, Hia: 

Q (xx) ^= aiiscixi + aisXiX*i + flnXix'i + ^la^W» = 

l'equazione delTomografia; i suoi coefficienti saranno le coordinate 
omogenee dell'omograiìaf essendo 



I 

uitaM 
essa H 
ilrtrft ^B 



(1, 0, 0, 0); IO, 1, 0, 0); (0, 0, 1, 0); (0, 0, 0, 1) 

6 

i^^i^'i + ìFix's -j- Xix\ + Xtx\ = (xi + arg) (xi + xt) = 

quella dì coordinate (1, 1, 1, 1) ossia romograBa unità. 

Immagi ni amo di condurra per la conica C* situata nel piano u) 
qimdrica S^ che supponiamo a rette reali; le generatrici (g) di 
Baranno poste in corrispondenza proiettiva colle direttrici {d) qnalora 
le due punteggiate A, B, C . . .; A\ lì\ G\ , , . proiettiva su C* siano 
rispettivamente prospettive ai sistemi 0?) e (à). 

Tre coppie di generatrici a direttrici corrispondenti si incontrano 
in tre punti che individuano un piano n segante S^ lungo una co- 
nica C%^ sulla quale i due sistemi di rette della quRdrica detarmine- 
ranno due punteggiate proiettive di cui i tre punti considerati sono 
uniti ; ne segue che tutti i punti sono unitif cioè per ogni punto di J 
C% passa una generatrice g e una direttrice d proiettanti da quel 
punto una coppia di punti corrispondenti in Q {xx} == 0* 

Si ha quindi che ad ogni omografia data su C* corrisponde un 
piano dello spazio, e viceversa dato un piano dello spas:io esso sega 
S" lungo una conica dai cui punti partono una generatrice e una di- 
rettrice proiettanti su C^ due punteggiate proiettive in una determi- j 
nata omografia. Se ora noi n questo piano t: facciamo corrispondere 
il suo polo P nella polarità definita dalla quadrica SV resta stabilita 
una corrispondenza biunivoca e senza eccezione fra i punti dello spa- 
zio e le omografie poste su C*. Il punto P sarà detto V Immagine del- 
l'omografia considerata. La conica G^ taglierà la C^ secondo due punti 
che saranno i punti uniti dellomografia e quindi la retta comune ai 
piani delle due coniche sarà l'asse deiromograiìa» 

2. Da quanto si h detto segue questa costruzione per il punto im- 
magine di un'omografia: 

I/immaghie di itn omografia di C^ è il verlke di un cono circoBcriUo 
a S", dd quale ciascun piano tangente taglia S' seconda dm rette g, d, 
appoggiate a due punti x, s! corrispondeHii nell'omografia. 

Se l'omogratìa data è in voluto ri a si vede subito che la sua imma- 
gine è il centro dell'in voluzione. Dunque: 

Le iiìvoltizì^ni hanno per immagini i punti del piano ui di C. 

Se Tomografia è degenere, ad essa corrisponderà un punto della 
quadrica S^ e precisamente il punto ove ai tagliano la generatrice^! 
e la direttrice rfa passanti pei due punti singolari {gtdi)^ (gid^) del- 
Toraografia degenere. Le involuzioni paraboliche hanno per immagini 
i punti di CV r identità ha per immagine il polo di {d. 

Data un'oniografìa rappresentata da un punto qualunque A dello 
Bpazio i ^jjoi punti uniti sono i due punti di o) in cui il piano % pò- 



I 




V»* v&jivr— 



grafie aventi i medesimi punti uniti è la polare OÀ della retta con- 
giungente i punti stessi. Il cono quadrico 0' di vertice e circo- 
scritto alla quadrica S' lungo C sarà il luogo delle immagini delle 
omografie paraboliche che saranno definite dalla relazione 



dove Bì è posto 



P — 4A = 



I^rt, 



CTjn 



A = fliifTa^ ^- fTitflai * 



Dati sulla conica C" due punti x^^{gd}, x ^ [g*d% essi saranno gli 
elementi sin golii ri tìi una certa omografia degenere rappresentata dal 
punto r in cui il piano {gd'] tocca 8^; tutti i punti di questo piano 
rappresentano omografie in cui sono corrispondenti i punti x, x s 
analogamente tutti i punti del piano {gd) tangente alla quadrica S^ 
nel punto P' rappresenteranno omografìe in cui sono corrispondenti 
ì punti x\ X \ avremo dunque che : 

Il In ago dèi punti che rappresentano omogrfffie in cui sono corri- 
spondenti due punti dati x, x' è il piano tangente (dia quadrica S" nel 
punto che rappresenta V omografia degenere avente x, x per $le menti 
singolari, 

I due piani {gd% {g'd) si tagliano nella retta xx' che rappresenta 
omografie involutorie in cui i punti x^ x bv corrispondono in doppio 
modo. 

Come casi particolari dei precedeuti possiamo dire che : 

II luogo dei punti rappresentanti omografie aventi un dato punto 
unito X è il piana tangente alla quadrica S* nel punto x ; e il luogo 
delle involuzioni che hanno un dato punto doppio x k la tangente 'a C* 
tfl z. 

3. Consideriamo due omografie A, A' Tuna inversa dell'altrat tali 
che nella prima ad un punto x^=^{gd) corrisponda un punto i3^^^{g\i) 
e nella seconda a x corrisponda x. 

Siccome i due piani [gd*] e {gd) sono separati armonicamente dal 
punto e dai piano u), anche i punti A e A' saranno separati armo- 
nicamente da e co, quindi : 

Due omografie Vuna inversa dell'altra sono rappresmUat^ da due 
punti corrispondenti nell'omologia armonica che ha per centro e per 
piano (tìj « reciprocamente, 

4. Vediamo ora di stabilire la condixione perchè due punti dello 
spazio rappresentino omografie armoniche. Sappiamo che condizione 
necessaria e suJìiuiente affinchè due omografie siano armoniche è che 
ad una coppia di elementi corrispondano nelle due omografie gli stessi 
elementi, ma permutati. Ora prendiamo a considerare le omografie 
rappresentate da due punti A e B che siano poli armonici rispetto 
alla quadrica S^ Il piano a polare di A passa per B che sarà centro 



siano tra loro corrispondenti un piano e un omografìa che abbiano le 
stesse coordinate. In tal caso indicando con ars le coordinate di un 
omografia e del punto corrispondente, con r la caratteristica dell'omo- 
grafia; il luogo dei punti che rappresentano omografie aventi una 
data caratteristica è una superficie di 2^ ordine di equazione 

rP — (l + r)»A = 0. 

Ponendo r = — 1 e r = si ha 

1 = A = 

che sono le equazioni del piano co luogo delle omografie involutorie 
e della quadrica S' luogo delle omografie degeneri. 
Ponendo r = 1 e r = » si ha 

P-_4A = P — 2A = 

che rappresentano rispettivamente il cono 0' luogo delle omografie 
paraboliche e la quadrica Si' luogo delle omografie cicliche di 
4® ordine. 

7. Consideriamo ora un'omografia generale rappresentata dal 
punto P dello spazio, essa è trasformata da un'omografia A in un'al- 
tra P' e le coordinate della nuova omografia sono forme lineari 
delle coordinate di P. Quindi un'omografia A determina un'omogra- 
fia Qa dello spazio Ss in cui sono corrispondenti un punto P imma- 
gine di un'omografia P di C e il punto F immagine della sua tra- 
sformata. Un'omografia degenere è trasformata da Qa in un'omografia 
pure degenere, quindi in Qa ad un punto P di S' corrisponde un 
punto P' della quadrica stessa in modo che alla generatrice g e alla 
direttrice d passanti per P corrispondono rispettivamente la genera- 
trice g' e la direttrice d! passanti per P', cioè: 

L'omografia Q» trasforma in se stessa la quadrica S' e ciascun si- 
stema di rette della quadrica medesima. 

Due omografie fra loro armoniche di C sono trasformate da Qa 
in due omografie armoniche, quindi a due poli P e Q coniugati ri- 
spetto a S" corrispondono in Qa pure due poli coniugati. Un'involu- 
zione è pure trasformata da Qa in un'involuzione, dunque ad un punto 
P del piano o) di C corrisponde un punto P' del piano stesso, cioè co 
è un piano unito di Qa. Pure cangiati in sé stessi saranno i punti 
0, A, A~^ immagini dell'identità, dell'omografia A e della sua inversa; 
sarà quindi AO una retta di punti uniti in Qa. Essa sarà poi una 
retta unita per tutte le omografie dello spazio che si ottengono tra- 
sformando il sistema Ss delle omografie binarie con quelle del fascio 
rappresentato dalla retta OA. E poiché ad un punto P e al suo piano 
polare rispetto a S' corrisponde in Qa un punto F e il suo piano po- 
lare tc', ne segue che i piani polari dei punti di s = Ok sono piani 
uniti di Qa passanti per una retta s' di o) polare reciproca di s, Que- 



dì Q» elle soiio ì puati uniti dell'omografìa A cioè i puatl dove $' 
sega C*, Dunque: 

U omografìa Q^ drìiù spazio possiede una rsita & di iutii punti uniti 
€ nna retta »' di tutti piani uniti. 

Dato l*asse s di A e una coppia a, o' dì punti corrispondenti, le^ 
sta de termi unta Tomografìa A, e quindi anche Q» che eaugìa adunque 
in so stessa la quadrìca 8', la conica C e tutte le coniche dì S^ se- 
EÌonì con piani passanti per s\ 

Se ii f Bouo i puati uniti di A cioè i punti ove a' sega C* ; a, a ; 
a\ a' due coppie di punti corrispondenti in A, e r la sua caratteri 
stìca, si avrà 

r" = (sfaa'j (efaa"} = [efm") = a*{€faa') = {efpp) 

dove p, p' sono due punti corrispondenti in Q» sulla retta b\ cioè: 

La caratteristica delle punteggiatÉ proiettive corrispondenti sulla 
retta s\ o quella dei fasci di piam passanti per OA, è il quadrato d€U& 
caratteristica dell' omografia A* 

Il sistema oo^ delle omografìe di C^ dà adunque luogo ad un sì- 
stema 00^ di omografìe dello spazio, le quali hanno tutte in coniune 
il punto unito immagine dell* identità^ e il piano unito ta immagina 
delle involuzioni. 

8. Consideriamo le omografie di un fascio P e del suo armonico F; 
esse saranuo rappresentate da due rette f, f polari reciproche ri* 
spetto a SV L'omografie del fascio V come quelle del fascio F' da- 
ranno luogo a due serie oo^ di omografie dello spazio le cui rette di 
punti uniti saranno le rette che proiettano da i punti di f b f^ 
Se sono P, P' e Q, Q' i punti ove f, f segano rispetti va mente S', essi 
90U0 ì vertici di un tetraedro PFQQ' di cui due spigoli opposti sono 
f e f, e gli altri spigoli sono le coppie di generatrici e direttrici di S' 
uscenti dai vertici del tetraedro stesso. Siano g^ d la generatrice e 
la direttrice uscenti da P, e g\ d\ quelle uscenti da P\ saranuo g^g; 
d^ d' le altre due coppie di spigoli opposti del tetraedro e quindi g^d' 
e g d le rette uscenti rispettivamente da Q e Q'* Allora le coppie di 
rette ^, d* e g\ d tagliano C in coppie A, A'; B, B' di punti corri- 
spondenti in tutte le omografie del fascio F e le coppie g^ d; g\ d 
tagliano C* in coppie A, B'; B, A' di punti corrispondenti in tutte le 
omografie dì F', quindi : 

/ piani OABj OA'B' sono corrinpondenti in tutte le omografie dello 
spazia le ad corrispondenti omografie binarie hanno per immagini i 
punti della retta f e gueUi della sua polare reciproca f. 

Reciprocamente, prese su C due coppie di punti A, A' ; B, B' 

ed A,B'* B, A\ esse determinano due fasci F, F' di omografie a cui 

»pps>ii§flgOi^^ ^0^^^^ coppie comuni di punti corrispondenti; i due 
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fasci F, F' sono armonici e le loro immagini sono due rette /i f po- 
lari reciproche rispetto ad S^ e danno luogo a due serie oo* dì omo- 
grafìe dello spazio che lianiio una coppia di piani corrispondenti in 
comune. Per passa una retta r coniugata in II al piano OAB e 
una retta r coniugata al piano OA'B'j le due rette ì% r* nono corri- 
Bpondenti ìu tutte le omografie dello spazio che corrispondono ai 
fasci F, F' di omografìe di C*. 

9, Eappresmtazione coi punti dello Bpazin ordinario ddle rotanoni 
sferiche. — La rappresentazione coi punti dello spazio delle omografie 
binarie di C^ può essere applicata alla rappresentazione delle rota- 
zioni attorno ad un punto fisso. Osserviamo infatti che, se assumiamo 
come quadrica S* una sfera avente per centro l'immagine delTomo- 
grafia identica, e come piano delle omografie ìnvolutorie il piano al- 
l' infinito, allora l'oniografia dello spazio che ora ahbiaino studiato 
diventa una rotazione attorno al punto 0. Ne segue che ad ogni ro- 
tazione attorno al punto corrisponde un'omografia aeguata sul 
cerchio air Infinito della sfera^ e reciprocamente ad ogni omografia 
su questo cerchio corrisponde una rotazione attorno al punto 0< Sì 
vede quindi che la rappresentazione coi punti dello spazio delle omo- 
grafìe segnate sul cerchio all' infinito della sfera può servirci alla 
rappresentazione delle rotazioni sferiche, 

10, Essendo i il raggio della sfera dì centro la sostituzione li- 
neare che ìe^n in questo caso particolare le coordinate a„ delTomo- 
gratìe con quelle del punto immagine sarà: 

^11 = — 1^1 — .^^j tìfis ^ — tXa -|- ^4 

a 21=^ — Ò'j* *—Xi fla» === ixi — Xs 

da cui si ha : 

A^x^ + x^ + x^-^^ 
1 = 2x, . 

Uguagliate a zero, queste due espressioni ci rappresentano preci- 
samente la sfera di centro (di coordinate 0, 0, 0. 1} e raggio t e 
il piano all'infinito- 

Vediamo ora come si possa individuare il punto immagine di una 
certa rotazione. Questo punto sarà posto sulFasse di rotazione; per 
stabilire la sua distanza dal centro osserviamo che se 8 è Targo- 
niento dellangolo di rotazione, esso sarà legato alla caratteristica dei- 
Tomografia corrispondente sul cerchio all'infinito dalla relazione 



e = i log r 



(1) 



che sussiste t'à a meno di un nraltìplo di ti. Ora detta R questa di- 
stanza avremo: 

R = ^^ f jr.'+ x,-+x,' = jiì^^4^^ 



Il luogo dei punti che rappresentano rotazioni che sovrapongono due 
mi uRcunii da O k una rutta. 



raggi uscenti da è una retta 



12. Rotazioni che sovrapongono un poliedro regolare a se stesso. — 
Quanto è stato detto nei capitoli precedenti ci può servire allo studio 
delle rotazioni che sovrapongono un poliedro regolare a se stesso. 
Noteremo prima di tutto che le rotazioni che trasformano in se stesso 
un poliedro regolare trasformano pure in se stesso la figura che si 
ottiene conducendo pei vertici i piani tangenti alla sfera circoscritta, 
figura che è un poliedro regolare che si dice polare del primo. Le 
rotazioni adunque che trasformano in se stesso il cubo e il dodecae- 
dro regolare saranno le stesse di quelle delle loro figure polari, l'ot- 
taedro e l'icosaedro regolare. Lo studio della configurazione dei punti 
immagini delle rotazioni che fanno rientrare in se stessi il cubo e il 
tetraedro regolare venne già fatto dallo Stefanos, noi verremo esa- 
minando invece la configurazione formata dai punti corrispondenti 

. alle rotazioni trasformanti il dodecaedro in se stesso. 

#■ 

13. Calcoliamo il numero N di queste rotazioni. Se supponiamo di 
considerare uno qualunque dei cinque poliedri regolari il quale abbia 
S spigoli, F faccio m-latere, V vertici con angoli solidi n-lateri, il 
poliedro ritornerà in se stesso ogni volta che porteremo uno spigolo 
fisso a coincidere con un altro arbitrario, e questo può farsi in due 
modi diversi ; oppure una faccia fissa con una arbitraria il che si può 
fare in m modi diversi, od un vertice fisso in un vertice arbitrario 
il che può avvenire in n modi differenti. Si ha quindi : 

N = 2S=-mP = nV. 

Applicando questa formola al dodecaedro si ha N = 60. Queste 
60 rotazioni vanno ripartite rispetto agli assi nel modo seguente: 

a) venti rotazioni intorno alle congiungenti i vertici opposti; 

b) ventiquattro rotazioni intorno alle congiungenti i centri delle 
faccio opposte; 

e) quindici rotazioni intorno alle congiungenti i punti medi degli 
spigoli opposti; 
d) l'identità. 
Riguardo all'angolo di rotazione dobbiamo notare che le a) sono 

rotazioni di argomento uguale a ± -q- , le e) sono rotazioni di argo- 
mento uguale a tt. In quanto poi alle b) avremo clie 12 di esse sono 
di argomento uguale a ± -r-, e le altre 12 di argomento ± -k-. Ri- 
cordando poi il modo di costruire il punto immagine di una rotazione 
potremo affermare che le a) saranno rappresentate dai vertici di un 
dodecaedro a faccio parallele al dato e inscritto nella sfera di rag- 
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gio uguale a tg-o-; le 6) saranno rappresentate dai vertici di due 



sovraponetido ai successivamente ai dodici ruggì per|>endÌGolari alle 
dodici facci e avremo dodici rette, e Bosfcitueiido ad ori successiva- 
mente «a, di, «4, ffa, Otì, avremo in tutto 72 rette. Siccome poi una 
faceia può eovraporsi ad un'altra in 5 modi differenti, su ciascuna di 
esse si troveranno 5 punti della nostra figura, Qneste 72 rette sa- 
ranno evidentemente a 2 a 2 polari reciproche rispetto a S*, 

Esse saranno le 6 normali condotte per alle sei coppie di faccie 
opposte del dodecaedro, i 30 spigoli de! dodecaedro che fornni parte 
dalla liOBtra lìgura, le 6 intersesEionì delle coppie di i'aecie op^ioste 
di questo dodecaedro col piano all'infinito, i 30 spigoli dall' icosaedro 
minore. Riguardo alla posizione nello spazio dei 60 punti considerati 
si può notare ciie gli spigoli dell' icosaedro minore passano per due 
vertici del dodecaedro, e che i vertici dell'icosaedro Diaggiore sono 
1 punti comuni ai cinque spìgoli clie incontrano una stessa faccia del 
dodecaedro. 

In causa della polarità che trasforma la nostra configurazione in 
se stessa, insieme alle due proprietà che abbiamo già dimostrato si 
verificheruimo anche le due proprietà correlative, cioè : 

Per ciascuno dei 60 punti che rapprese ut ano le rotazioni che sovra^ 
pongono a sé stesso il dodecaedro passmw 15 dei 60 piani considerati. 

Per e ime una delle 72 rette su cui sono disposti o dei medesimi punti 
passano 5 dei 60 piani considerati. 



16. Altre proprietà di questa figura saranno le seguenti a 2 a 2 
correlative: 

Per eia se uno dei 60 pnnti pa ssono 6 delle 72 rette. 

In ciascuno dei 60 piani sono situate 6 delle 72 rette* 

Esistono 200 rette m ciascuna delle quali sono situati tré dei 60 punti 
considerati 

Per ciascuna di queste 200 rette passano tre dei 60 piani consi- 
derati. 

La prima proprietà è subito provata osservando cbe^ se noi con- 
sìderianìo una qualunque delle nostre rotazioni, per essa i raggi ai, 
a», nr^, fU, Oq, Oq vengono portati su altri 6 raggi, e cosi ì loro op- 
posti, quindi per il punto che rappresenta la rotazione devono pas- 
sare 6 delle 72 rette. 

Per la terza proprietà si noti che l'immagine delle rotazioni che 
sovrappongono un angoloide del dodecaedro dato ad un altro è una 
retta {quella stessa che rappresenta le rotazioni che sovrapongono le 
faccie corrispondenti neiricosaedro polare). Queste rette saranno 200 
e siccome un angoloide può sovraporsi ad un altro in tre modi dif- 
ferenti, su ciascuna retta vi saranno tre punti della nostra cunfìgu- 
ra^ione. 



le {p) diventano 

Dalle (4) e (5) risulta molto facilmente 



(&) 



x+y=b—- 



^^ = 16- 



quindi i valori delle quantità x ed y sono dati dalle radici della seguente 
equazione 

Bisulta cioè 

26 _ a» + 2 Vò (6 — a») 26 — a» — 2 j/ft (6 — a«) 



aj = 



y = 



Le quantità a:; ed ^ risulteranno razionali nel caso in cui il prodotto 
b(p — a*) è un quadrato perfetto. 

Posto allora 

6(6-a«) = A«, (6) 

le (1) diventano 

4 l 






(7) 
(8) 



risulta cioè che: i radicali ya -|- Vb , y — a -f Vb , in cui a e b sono quantità 
razionaU, si possono decomporre inspeÙivamente nella somma e nella differenza 
di due radici quarte di quantità razionali, se il prodotto b (b — a*) è un qua- 
drato perfetto. 

S. Allo stesso risultato si può giungere, facendo uso della nota trasfor- 
mazione 

nel seguente modo: 

^ y^ ri/ 2ò-q«+2V6(ò-fl«) l/ 26 — a«-2V6(6-a«) 1 
ossia 



e q|uindi per la (6) 



Va+Vò=|> 



_ ^/ 26 — Q* + 2/t 



-i/20 - a« 

■y — r 



- a« — 2/^ 



La (9), qualunque sia il prodotto b{b — a*), è sempre vera, come si può 
facilmente verificare, ma essa evidentemente non offre alcun vantaggio quan- 
do b{b — a') non è un quadrato perfetto. 

Analogamente si dimostrerebbe la (8). 



@ quindi le radici dell'equazione (13), nel caso in cui risulti soddisfatta b 
relazione (6), sono 

4 



(IB) 



Analoghe con side razioni &i possono fare per le equazioni 

X* + 2px* — r/ = , x*± 2p.r= -I- fj = 0. 

Esempio mtmerko. — Supposto p^3 (7 = 3 risulta soddiafìitta, per A* = 6, 
la relazione (15), quindi le radici dell'equazione 



sono 



3E*^6ar« — 3 = 

i 4_^ 

±|1^^T[^^108-V12], 



Salvatore Co^ijtosto. 



PICCOLE isroxE 



Siille fermnle fon da mentali della teoria delle ftinsebni eireolarl. 

Quando s'abbia rintenzìcane d'introdurre le funzìotH circolari sulla base dello 
coerdiuate ear Untane prtogoimli, ai dimostri a ab ito che il quadrato della mianrft 
d^HH segmento è ugtuih atin somma dei quadi^ati delle diff^erense fra le coordinai^ 
dei suoi esh'emi, perchè ^' avrà un mezzo aeraplicisaimo per impiantare una for- 
inola madre, di ciani così^ di tutte quello che stanno a fondamento della teoria 
delle funzioni circolali. 

1, Dato aa arco qiiabiaai a e detto P il punto del cerchio trigonometrico 
avento per ascissa ci>& a e per ordinata sen a, siccome le coordinate del centro 
sono nulle, il teort^ma 3U citato porta air eguaglianza 



Si Ponendo 



eoa* a -|- sen* a ^ 1 » 



U) 



M ^ (coB m ; aen m) , 

Mi = [cos (wi + *) ; «en (m + #)] ; 



N ^ (cos fi ; sen n> , 

Ni = [eoa (h + 8); aen (ti + m)] ; 



con tu, fi, 9 scelti comunque nel campo dei tniraerì reali, le corde MN e MiNt 
sono eguali, giacché la seconda non à che la prima cambiata di posto. Da siffatta 
eguaglianza e dal teorema aul quadrato della misura d'un ssgmentOt eopra richia- 
maio, scende che 

(eoa m — eoa n)* + (aen m — aen nj* =x [eoa (m + a) — eoa {n + *)]' 

4- [een (^i + j) — sen {n + *)]\ 
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deirEsposizione Internazionale di Milano 1906 



Per iniziativa del noto periodico, Il Monitore Tecnico^ e sotto i 
suoi auspici, la Società Editrice Tecnico-Scientifica di Milano pub- 
blicherà una apposita Rivista illustrata dell'Esposizione, la quale 
sarà edita fra il maggio ed il dicembre di quest'anno sotto il ti- 
tolo speciale di: Bassegna Tecnica dell'Esposizione Interniizio- 
nale di Milano 1906. 

Tale, pubblicazione comprenderà almeno venti fascicoli, cia- 
scuno circa di quaranta pagine di testo nel formato di cent. 21 X 31 
tutti riccamente illustrati colla riproduzione di nitidi disegni e 
di interessanti fotografie e con copertina artistica policroma, ri- 
producente un geniale disegno del' Dudovich. 

Ciascun fascicolo sarà dedicato ad una determinata specialità 
della mostra e costituirà come una speciale monografia a sé, mentre 
il complesso dei vari fascicoli costituirà una rassegna tecnica armo- 
nica e completa della importante manifestazione artistica ed indu- 
striale. 

Detta Rassegna tratterà i seguenti punti principali: 

Per la parte descrittiva generale delV Esposizione: Cenni generali 
sulla Mostra — Gli Edifici della Esposizione dal lato costruttivo 
ed architettonico — Galleria del S^mpione — Impianti tecnici 
generali dell' Esposizione. 

Per la parte descrittiva delle singole mostre: Strade ordinarie — 
Automobilismo e Ciclismo — Strade Ferrate (Corpo stradale - Ar- 
mamento e Segnali) — Materiale mobile ferroviario — Trazione 
elettrica ferroviaria e tramviaria — Tramvie e ferrovie speciali — 
Legislazione, amministrazione ed economia ferroviaria — Areo- 
nautica — Telegrafia — Telefonia — Nave mercantile e Nave da 
guerra (Costruzione della nave - Impianti e servizi speciali - Appa- 
recchi motori) — Costruzione, impianti ed arredamenti portuali — 
Fari — Segnalazioni marittime — Navigazione fluviale — Archi- 
tettura — Arte decorativa — Igiene — Assistenza — Previdenza 

— Galleria del lavoro — Agraria — Industria e macchine agricole 

— Bonifiche e irrigazione — Metrologia — Mostre diverse e tem- 
poranee — Varietà — Concorsi e Congressi tecnici. 

Per tale pubblicazione il Monitore Tecnico si è assicurata la 
collaborazione di una eletta schiera di tecnici, i quali si occupe- 
ranno di trattare le diverse materie comprese nei successivi fasci- 
coli suddividendosi il lavoro in rapporto alla particolare competenza 
di ciascuno nei vari rami di tecnicismo speciale; e i nomi di 
questi collaboratori costituiscono la garanzia migliore del valore 
tecnico-scientifico che la nuova pubblicazione dovrà radunare. 

I venti fascicoli saranno posti separatamente in vendita al 
prezzo di almeno L. 1,50 cadauno — prezzo che potrà aumentare 
per i fascicoli di maggior mole — e l'abbonamento al complesso 
dei venti fascicoli viene aperto al prezzo di L. 20 nel Regno e 
L. 26 per l'estero. 
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